Prof. Dino Betti- Ripasso dmatematica: ANALIS - PDF elaborato d&incenzo Solimando

Analisi
A. Insufficienza del concetto di punto

1. Qualche cenno di storia

Nella prima meta' del 1600 divenne piuttosto pericoloso occuparsi di queni di fede;
anche perche' difendere le proprie idee poteva portare al rogo, quindi le menti piu' libere
ed originali si volsero alla scienza che, essendo vera di per se', non rendeva necessario il
morire per difenderne i principi. Nasce in quegli anni ldisica come disciplina autonoma, e
per potersi sviluppare si rivolse all'altra scienza che era gia' nota in quel periodo: la
matematica. Pero' la matematica non era adatta per il mondo fisico, infatti appena la
matematica veniva applicata a problemi fisicsi potevano avere paradossi insolubili. Cio'
rese necessario creare un tipo di matematica adatto alla fisica partendo da quella che gia' si
conosceva e conservandone, per quanto possibile i risultati acquisiti:

I'Analisi Matematica o Calcolo Infinitesinale
Il concetto di punto non e' adatto al mondo fisico, infatti provate a tracciare un punto: se lo
guardo con il microscopio sara' ancora un punto? evidentemente no. Se per magia
diventassi piccolissimo tanto da essere piu' piccolo di un atomo potrei an pensare un
punto piu' piccolo? evidentemente si! Cioe' il concetto base della matematica, quello di
punto, che fa coppia con il concetto di numero come avrai visto in Geometria Cartesiana, €'
del tutto inadatto per il mondo fisico.

2. | paradossi di Zenone

Della poca praticita’ del concetto di punto si erano gia accorti gli antichi, ad esempio
Zenoneenuncio' alcuni paradossi irresolubili con la matematica tradizionale: il piu’ celebre
e' quello di Achille (il guerriero piu' veloce dell'antichita’ tanto da meritarsi il soprannome
di Pie' Velocée della tartaruga.
Achille e la tartaruga decidono di fare una gara di corsa, ma siccome Achille e' piu’ veloce
da' alla tartauga un vantaggio di ad esempio 100 metri, chi vincera?
Questo il ragionamento di Zenone
Mentre Achille percorre i 100 metri chelo separano dalla tartaruga questa fa 10 metri,
mentre Achille percorre quei 10 metri la tartaruga percorre un metro, mentre Achille
percorre il metro la tartaruga percorre 10 centimetri....
Capisci che ragionando cosi' essendo lo spazio infinitamente diibile Achille non riuscira'
mai a superare la tartaruga.
Qual'e' I'errore nel ragionamento? Il fatto di confondere lo spazio fisico (che non e
infinitamente divisibile) con lo spazio matematico infinitamente divisibile.
Per farti capire che lo spazioi$ico non e’ infinitamente divisibile prova a pensare che per
trovare la circonferenza della terra basta moltiplicarne il raggio per 2 pigreco allora se io
prendo il raggio terrestre in metri e pigreco con 10 cifre decimali trovo la circonferenza
terrestre con un' approssimazione superiore al diametro di un atomo!
Non essendo lo spazio fisico infinitamente divisibile non sara’ possibile usarvi il concetto di
punto, ma un concetto piu' efficace anche se piu’ grossolano:

L'intervallo
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3. Soluzione del problema

Ragioniamo ancora su Achille e la tartaruga: Achille raggiungeta'tartaruga nel punto alla
distanza dalla partenza di metri 111,1111.... e siccome il numero e' decimale illimitato e
periodico se voglio scriverlo tutto non finiro' mai, pero' alla decima cifra decimale la
distanza fra Achille e la tartaruga sara’ minag del diametro di un atomo!

Se ora noi al punto sostituiamo un intervallo cosa succedera'? Prima dell'intervallo Achille
e' dietro la tartaruga e dopo l'intervallo invece Achille ha superato la tartaruga; Inoltre
guest' intervallo posso prenderlo piccolo gianto voglio, Piccolo quanto un elettrone od
ancora piu' piccolo!

Ecco quindi la soluzione del problema! Sostituire al concetto di punto il concetto di
intervallo infinitesimo e, considerandolo come base potremo riscrivere una matematica
adatta ad affrontae il mondo fisico.

4. Conclusioni

Va a merito di Newton e di Leibniz, I'uno dal punto di vista fisico, I'altro dal punto di vista
matematico l'aver fondata la nuova scienza; da segnalare I' applicazione della nuova
scienza alla meccanica celeste da parte di Newton.

Purtroppo i due scienziati litigarono per la priorita’ della scoperta e questo oltre a staccare
la scienza inglese da quella eapea per due secoli ha portato ad un doppio modo di
scrivere le formule e di indicare le nuove operazioni.

Comunque coraggio! Dobbiamo rivedere tutta la matematica alla luce dei nuovi concetti

B. /ntervalli ed intorni

Il concetto di intervallo e di Intorno e' essenziale per I'Analisi Matematica. Da notare che se
guardiamo le cose da un punto di vista esterno parliamo di intervallo, mentre se
assumiamo il punto di vista di un punto dobbiamo parlare di intorno. Quindi ldiversita’
fra intervallo ed intorno dipende solamentedal punto di vista.
Dal punto di vista di un osservatore esterno parleremdi intervallo, dal punto divista del
punto interno parleremo di intorno:

1 Intervalli ed intorni

1 Punti di accumulazione

1 Punti frontiera

T Punti aderenti

1. Intervalli ed intorni

Si definisce/ntervallo sulla retta R l'insieme di tutti i punti compresi fra due valori dati;ad
esempio l'intervallo 2,5 sara’ lI'insieme di tutti i punti (numeri) compresi fra 2 e 5.

Se i punti estremi fanno parte dellintervallo lntervallo si dice chiusol [2,5]

: 3 L;{XE%/2{;}(£5}

2 5 R
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Se i punti estremi non appartengonall'intervallo , allora l'intervallo si dice aperto. |]2,5[

3 ; L;{X(—_ % / 2 <X 5}

Se appartiene all'intervallo il punto estremo di sinistra e non quello di destrallora
l'intervallo si dice semiaperto a destra |[2,5[

[{xeR/2<x<5}

Y

Se appartiene all'intervallo il punto estremo di destra e non quello di sinistrallora
l'intervallo si dice semiaperto a sinistra |]2,5]

_— . [-{xe® /2<x<s}

Come abbiamo parlato di intervalli possiamo parlare dintorni ri ferendoci ad un punto
contenuto; ad esempio

l'intervallo |[2,5] sara' un intorno chiuso del punto 4.
Da notare inoltre che l'intervallo ' anche un intorno destro di 2 ed un intorno sinistro di 5.
Allo stesso modo si parlera’ di intorni semigerti ed aperti.

2. Punti di accumulazione

Un Punto si dice diaccumulazioneper un insieme di punti se qualunque suo intorno
contiene sempre almeno un punto dell'insieme diverso dal nostro punto.

Almeno uno vuol dire che, visto che posso prendere infiniti intervalli sempre piu’ piccoli, di
punti ne conterra’ infiniti .

Ad esempiq considero l'insieme formato chi punti 1, 1/2, 1/4, 1/8,....

Se provate a procedergvedete che questi punti tendono a zerallora si dice che zero €' un
punto di accumulazione per questo insiemeinfatti, per quanto io possa prendere piccolo
un intervallo che contenga zero ci sara' sempre un punto della successione diverso da zero
contenuto nell'intervallo (anzi ce ne saranno infiniti).

A guesto proposito possiamo enunciare un piccolo teorema:

Se un insieme infinito di punti e' limitato allora ammettesempre un punto di
accumulazione

Infatti , se l'insieme €' limitato, vuol dire che si trova in un intervallo limitato e se e' infinito,
io posso dividere l'intervallo a meta' e almeno in una meta' ci devono essere infiniti punti;
posso ancora dividere agora quella meta' a meta' e in una parte ci saranno sempre infinit
punti e cosi' via di seguitoquindi poiche' in un mezzo intervallino ci saranno sempre
infiniti punti allora in quell'intervallino dovra' esserci un punto di accumulazione
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In questafigura il punto di accumulazione e’ quello a destra.

3. Punti frontiera

Un punto si definisced’ frontiera quando gpartiene al bordodell'insieme; da notare che
un punto frontiera di un insieme puo' non appartenere all'insieme

Esempia se considero l'intervallo chiusol25=[2,5] ,il punto 2 e' un punto frontiera che
appartiene all'insiemel2 5]

Se invece considero l'intervallo semiaperto a sinistréyz 5; = |2,5],il punto 2 non
appartiene all'intervallo |j25) anche se e' un punto frontiera.

Altro esempio: se considero il cerchio di raggio minore di,%utti i punti sulla circonferenza
di raggio 5 sono la sua frontiera ma non appartengono al cerchio

Se invece considero il cerchio di raggio 5 allora anche la circonferenza di raggio 5, cioe' la
frontiera, appartiene al cerchia

Diventa quindi necessarioper non generare confusioni, definire esattamente quando un
punto appartiene ad un insieme.

4. Punti aderenti

Un punto si dira’ aderente(o di aderenza) ad un insieme quando o appartiene all'insieme o
e' di acawmulazione per l'insieme stesso.

Riprendendo gli esempi della pagina precedente se considero sulla retitél'intervallo
semiapertolj2,51=]2,5] ,il punto 2 e' un punto frontiera che non appartiene all'insieme
l12,51 pero’ ' un punto aderente all'insieme stesso insieme a tutti gli altri punti

dell'intervallo [2,5].

Se considero il cerchio di raggio minore di Sutti i punti sulla circonferenza diraggio 5
sono la sua frontiera e non appartengono al cerchio pero' sono tutti punti aderenti conne
punti all'interno del cerchio.

In pratica per avere tutti i punti di aderenza di un insieme basta chiuderlo, cioe'
aggiungervi tutti i punti di accumulazione e considerare tutto I'insieme cosi' ottenuto.

C. [/l concetto dri funzione

Il concetto di funzione e', si puo' dire, il concetto piu' importante per la matematica: infatti

la matematica e' cercare le cause, le implicazioni, le conseguenze e l'utilita’ di una funzione
e' appunto di mostrare il legame che esiste fra cose diverse

Fra tutte le definizioni di funzioni io preferisco questa che e' stata scelta da un gruppo di
persone (fra cui io) in occasione di un corso abilitante seguendo la definizione di Dirichlet:
Si definsce funzione y della variabile x un legame fra due variabili, una detta variabile
indipendente x e l'altra detta variabile dipendente ytali che abbiano senso le operazioni da
effettuare sulla x per ottenere i valori della y e per ogni valore della x corrisponda un solo
valore della y.
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y = f(x)
Sulle funzioni ci sarebbe molto da diregosa che faremo in altre pgine;intanto
distinguiamo fra funzioni empiriche e matematiche:

1 Funzioni empiriche
T Funzioni matematiche

1. Funzioni empiriche

Sono quelle funzioni che si possono desumere dalla natura, ad esempio altezza del sole e
temperatura, oppure tempo trascorso dalla semina ed altezza di un germoglio. Non hanno
una vera forma matematica a meno di non applicai appositi modelli matematici; ad
esempio in ecologia il legame fra predatori e prede in un ambiente chiuso si puo’
rappresentare mediante un‘equazione differenziale.

2. Funzioni matematiche

Sono quelle funzioni tali che le operazioni che permettono di passare dal valore della x al
valore della y sono di tipp matematico.

Se le operazioni sopraindicate si possono ridurre alle quattro operazioni algebrichallora
la funzione si diceAlgebrica

Esempio:y = x3-x2 -5x-3

In caso contrario la funzione si dicel rascendente

Esempioy = l0g X oppure y = senx+ cOSX

E' utile ricordare, per ben capire il concetto di funzione, che la
funzione e' il collegamento esistente fra due variabili, e si puo’

=f(x) rappresentare, per funzioni reali di variabili reali, mediante il
x| collegamento esistente fra due rette; ora queste rettei golito si
rappresentano mediante un sistema di assi ortogonali e la funzione

diventa l'insieme dei punti che aduna x fanno corrispondere una'y.

lo, personalmente, trovo un po' riduttiva questa idea di funzione e

y=2x talvolta ad alcune classi particolarmete brave I'ho spiegata in modo
o _ (quasi) equivalente come segue:
'\ pensate due rette fra loro parallele, immaginiamo una freccia che ad
S .0 1 2 5 . | ognipunto della prima retta mi faccia

corrispondere un punto sulla seconda, ed ora
immaginiamo di spostare i punti sulla gconda retta (come se fosse dil—t2 0 2 4+ o s
gomma) in modo che ad ogni punto della prima retta stia di fronte il
punto corrispondente sulla seconda, in tal caso la funzione sarebbe
come vengono "addensati” i punti sulla seconda retta al variare della
x sulla prima retta; bene, mi dira' qualcuno, ma a cosa serve guesto ragionamento?

serve a capire che la funzione e' qualcosa di piu’ della sua rappresentazione cartesiana: la
funzione e' un fenomeno (in senso filosofico) che coinvolge i punti dell'asse delle y (in
parole povere e' come si addensano i punti sull'asse delle y) e la curva nel piano cartesiano
ne e' solamente una rappresentazione grafica.
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3. Campo di esistenza di una funzione

Si definiscecampo dii esistenz&4C .E.)di una funzione l'insieme dei valori che posso
attribuire alla variabile indipendente X per ottenere il valore dellay.

In pratica, il campo di esistenza di una funzione coincideon tutto l'asse x in tutte le
funzioni eccetto nei tre casi seguenti:

1 Funzioni fratte

T Funzioni irrazionali

1 Funzioni logaritmiche
Naturalmente posso cumulare gli effetti ed aver ad esempio una funzione logaritmica
fratta.

Qui occorre notare che per eseguirbene gli esercizi €' necessaria una buona conoscenza
delle disequazioni.

Per polinomi di grado superiore al secondo non altrimenti scomponibili poi serve anche la
scomposizione di Ruffini

a) |l campo di esistenza delleudnzioni fratte
Si definiscefunzione frafta una funzione in cui la xxompaia al denominatore

Consideriamo una funzione fratta:

y=(x+1)/(x -2)

Ricordando che in matematicanon e’ ammessa la divisione per zet@vremo che il
denominatore non potra’ mai diventare uguale a zero altrimenti la frazione non avrebbe
nessun sigrficato; ne segue che potro' attribuire ad x tutti i valori meno quelli che
annullano il denominatore cioe!

(x-2) O

Quindi il campo di esistenza sara' dato da
X 2

cioe".

C.E.={xvn R|x 2} Il campo di esistenza e' I'insieme degli x appartenenéid R tali che x €'
diverso da 2
oppure in altra notazione:

C.E.= (H,2[U]2, +Hb) Il campo di esistenza e' I'insieme di tutti i punti della retta reale
escluso il punto 2.

b) Campo di esistenza pernzioni irrazionali
Si definiscefunzione irrazionale una funzione in cui la x compaia sotto il segno di radice

Consideriamo una funzione irrazionale
U @ o
Poiche' la radice e' definita solo per valori non negativi del radicando, il termine sotto
radice dovra' essere maggiore od uguale a zero
(x-3)20
Seque
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X2 3

Quindi il campo di esistenza sara’

C.E={xN R | x2 3}

Il campo di esistenza €' I'insieme degli x appartenenti ad, Rili che x e' maggiore od uguale
a3

oppure in altra notazione

C.E.= [3, #b)

Il campo di esistenza e' I'insieme di tutti i punti della retta reale maggiori o uguali a 3

c) Campo di esistenza perdnzioni logaritmiche
Una funzione si definiscdogaritmica se la x compare nell'argomento del logaritmo

Consideriamo una funzione logaritmica

y = log (x+4)

Poiche' il logaritmo e' definito solo per valori positivi dell'argomento, il termine dentro
parentesi dovra' essere maggiore di zero

(x+4) >0

Seque

x> -4

Quindi il campo di esistenza sara'

C.E={xN R |x>-4}

Il campo di esistenza e' I'insieme degli x appartenenti ad R tali che x e' maggiore4li
oppure in altra notazione

C.E=] -4, +Hb) Il campo di esistenza €' I'insieme di tutti i punti della retta reale
maggiori di -4

4. Funzione composta

Dai un'occhiataalle applicazioni compostea Teoria degli insiemi.

Consideriamo le funzioni

¢ 4 ! o "

£ ¢qgC" ©

chiameremao funzione compostal'applicazione da A a C
A ¢ Cl 0o

tale che

Ag(x) = f(g(x))

Non ti spaventare: significa che al postdella x nella prima funzione metti I'espessione della seconda
funzione; esempia

f(x) =2x2+ 3

g(x) = sen x

al posto dix in f(x) metto sen x

AY(X) = 2(sen x)2+ 3

AQY(X) = 2sen2x + 3
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a)  Calcolo di funzioni composte

Nell'ipotesi che il codominio della prima funzione coincida col dominio della seconda; allora, come abbiamo
gia' detto, per calcolare la funzione composta basta sostituire al posto della x nella prima funzione
I'espressione della seconda funzione

Altrimenti dovremmo porre opportune condizioni, ma, in prima approssimazione, limitiamoci a semplici
esercizi senzaroppi legami .

Calcolare la funzione composta f(g(x)) date le funzioni f(x) e g(x)

Esempiol) f(X)=2x+5 g(X)=4x+1 Soluzione:

Al posto della x nella prima funzione metto I'espressione di g(x) della seconda funziane
f(9(x)) = 2(4x+1) + 5

eseguo i calcoli

fax)) =8x+2+5

ed ottengo la funzione composta

y=8x+7

EsempioZ) f(X)=x2-1 ¢g(X)=2ex+ 1 Soluzione:
Al posto della x nella prima funzione metto I'espressione di g(x) della seconda funzione
flg(x)) = (2e x+1)2-1
Eseguo icalcoli:
Calcolo del quadrato:
(2ex+1)2=
quadrato del primo termine:
(2ex)2 = 4e2x
doppio del prodotto del primo e del secondo termine
2:2ex 1 = 4ex
quadrato del secondo
(1) 2=1
quindi ottengo:
(2ex+ 1)2=4e2x+ 4ex+ 1
flox)) =de >+ 4ex+1-1
f(g(x)) = 4e 2x + 4ex
Raccolgo a fattor comune 4eed ottengo la funzione composta
y=4dex(ex+ 1)

5. Funzione inversa

Una funzione €' il legame che esisfea un dominio ed un codominio. $tto certe condizioni
e' possibile ipotizzare unlegame che faccia gssare dal codominio al dominiose questo €'
possibile, tale funzione di chiama funzione inversa

Perche' una funzione sia invertibile deve essere iniettiva e suriettiva, oppure puoi anche dire, in modo
equivalente, deve essere contima e monotona

Controlla i seguenti argomenti alla teoria degli insiemi
1 applicazione iniettiva
1 applicazione suriettiva
1 applicazione inversa

Vediamo alcuni semplici esempi come da una funzione si possa passare alla sua funzione
inversa.
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Graficamente da una funzione si puobttenere il grafico della funzione inversa
semplicemente operando un ribaltamento del piano cartesiano attorno alla bisettre del
primo e terzo quadrante;infatti, essendo tale bisettrice di equazione y =,Xa bisettrice €'

la linea (funzione) chescambiafra loro le x e le y (funzione identica).
Infatti la funzione:

y=Xx

trasforma ogni valore sull'asse x nello stesso valore sull'asse delle y (ad esempi
trasforma 3in 3, 7in 7,-1in -1, ...) e quindi del suo grafico faranno parte tutti i
punti che hanno uguali la x e lay come 2
(0;0) 3
(3;3)
1,5;1,5 y

I
x

E tutti questi punti formano la bisettrice del primo e terzo quadrante

a) Calcolo di funzioni inverse

Vediamo ora alcuni esempdi calcolo di funzioni inverse. @po aver controllato che la
funzione sia univoca esuriettiva, basta scambiare fra loro le e le y e poi esplicitare la y.
Piu' avanti dovrai vedere che la funzione sia continua e monotona, ma, per ora,
accontentiamoci di esercizi elementari, senza troppe condizioni

Calcolare, se possibile, le funziomnverse delle seguenti funzioni:

Esempiol) y=x-5 Soluzione
La funzione y=x-5 e' una retta quindi €' sia iniettiva che suriettiva e di conseguenza €' invertibile

Scambiamo fralorolax elay

X=y-5

Esplicito la y:

-y=-x-5

Cambio di segno ed ottengo la funzione inversa
y=X+5

Esempio2) y=2x-6 Soluzione
La funzione y=2x-6 e' una retta quindi €' sia iniettiva che suriettiva e di conseguenza e' invertibile

Scambiamo fralorolax elay

X=2y-6

Esplicito la'y

-2y = -x-6

Cambio di segno

2y=x+6

divido ogni termine per 2 ed ottengo la funzione inversa
2y X 6

_____ = e -
2 2 2

X
y=-—+3
2

Esempio3) y=x2-5 Soluzione
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La funzione e' una parabola quindi esuriettiva ma non iniettiva e di conseguenza per invertirla dobbiamo
fare delle restrizioni.

Possiamo anche dire che e' continua, ma non €' monotona perche' e' in parteswzrente ed in parte
decrescente;considerando il vertice ed una meta' della parabolka funzione sara' invertibile.

Scambiamo fra loro la x e lay

X=y2-5

Esplicito la y:

-y2 = -X- 5
Cambio di segno
y2=x+5
Estraggo la radice
y=tU v

Per poterla considerare come funzione inversa considero solamente il radicale positivo

Equivale a dire che partendo dal vertice conidero solo meta' della parabolaa seconda di quale ramo
considero prendero'il radicale positivo oppure negativo; se non si specifica altrimenti si considera sempre il
radicale positivo.

®w Vo v
Esempio4) y=logx-2 Soluzione

La funzione y=logx- 2 ha come dominio l'insieme delle x maggiori di zero e, in tale dominio e’ sia iniettiva
che suriettiva, e quindi €' invertibile.
Puoi anche dire che per % 0 la funzione e' continua e crescente e quindi €' invertibile

Scambiamo fra loro la x e Ig:

x=logy-2

Esplicito la y:

-logy =-x-2

Cambio di segno

logy=x+2

Applico I'esponenziale per eliminare il logaritma
glogy= @x+2

Logaritmo ed esponenziale si elidonp
y = ex+ 2
Questa e' la funzione inversa limitatamente all'intervallox > 0

b) Importante propriet a delle funzioni inverse

Facendo la composizione di una funzione con la sua inversa si ottiesenprela funzione
identicay = X.

E' chiamata funzione identica perche' trasforma ognipunto in se' stessaced,
analiticamente, e' la bisettrice del primo e terzo quadrante

La cosa e' importante perche'se consideriamo l'operazione di composizioni fra funziongllora la funzione
identica rappresentera’per I'operazione I'elemento neutro e quindi potremo riconoscere unatruttura
algebrica

Quindi, per vedere se due funzioni sono l'una inversa dell'altra sara' sufficiente farne la
composizione e vederese come risultatqg otteniamo la funzione identica

Verificare che le seguentfunzioni sono tra loro inverse
Esempiol) y=x-5 y=x+5 Soluzione:
Chiamando la primaf(x) e la seconday(x) possiamo procedere in due modi:

10
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0 Calcolo f(g(x))
U Calcolo g(f(x))
Per esercizigfacciamolo in entrambe i modi

1 Calcolo f(g(x))
Hof(x)=x -5 g(X)=x+5
Sostituisco g(x) al posto della x nella f(x)
flg(x)= (x+5) -5
y=x+5-5
y=X

1 Calcolo g(f(x))
Hof(x)=x -5 g(X)=x+5
Sostituisco f(x) al posto della x nellag(x)
g(f(x))= (x -5) +5

y=X-5+5
y=x
X
EsempioZ) y=2x-6 y=--+3 Soluzione
2

Chiamando la primaf(x) e la seconday(x) possiamo procedere in due modi:

0 Calcolo f(g(x))
0 Calcolo g(f(x))

Per esercizio facciamolo in entrambé modi:
1 Calcolo f(g(x))

X
Ho f(x)=2x -6 g(X)= ---+3
2
Sostituisco g(x) al posto della x nella f(x)
X
flgx))=2( --+3)-6
2
y=X+6-6
y=X
1 Calcolo g(f(x))
X
Ho f(x)=2x -6 g(X)= ---+3
2
Sostituisco f(x) al postodella x nella g(x}
(2x-6)
g(f()) = -~ +3
2
y=x-3+3

y=X

; - Y2 . =AC :
Esempio3) y=x2-5 y=U0 g, ,zione

Sccome abbiamo un radicale dovremo procedere sotto I'ipotesi del radicando maggiore di zero, cio& x5

Chiamando la primaf(x) e la seconday(X) possiamo procedere in due modi:

U Calcolo f(g(x))
0 Calcolo g(f(x))
Per esercizio facciamolo in entrambe i modi
1 Calcolo f(g(x))
Ho f(x)=x2-5 g(X)=WN@ u
Sostituisco g(x) al posto della x nell&(x)

Ho fgx)=( M@ vo v

11
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Esempio4) y=logx-2 y=ex+2

Elimino tra loro radice e quadrata
y=x+5-5

y=X

Calcolo g(f(x))

Ho f(x)=x2-5 g(X)=Wg@ v
Sostituisco f(x) al posto della x nella g(x)

gfx)= @ uv v

y= @

Elimino il quadrato con la radice
y=X

Soluzione

Anche qui consideriamo i nostri calcoli con la restrizione x 0 per poter avere il logaritmo ben definito.

Chiamando la primaf(x) e la secondg(x) possiamo procedere in due modi:

i
i

Calcolo f(g(x))
Calcolo g(f(x))

Per esercizio facciamolo in entrambe i modi

f

B.

Calcolo f(g(x))
Hof(x) =logx -2 g(x) =ex+2

Sostituisco g(x) al posto della x nella f(x)

f(@(x))= log (e x*2) -2

Posso eliminaretra loro esponenziale e logaritmo

y=x+2-2

y=X

Calcolo g(f(x))

Hof(x) =logx -2 g(x) =ex+2

Sostituisco f(x) al posto della x nella g(x)

g(f(X)): e (logx-2)+2
y = elog x

Elimino tra loro logaritmo ed esponenziale

y=X

! Limiti

Se la funzione €' il concetto di base per la matematica il limite e' drcetto di base per le
funzioni; infatti , e' il limite che ci permette di superare i paradossi dovuti all'insufficienza
del concetto di punto perche' ci permette di utilizzare il concetto di intervallo.

Teoricamente il limite ' una cosa molto semplicese io considero un
piccolo intervallo sull'asse delle xad esso corrispondera’ un
intervallo piu' 0 meno piccolo sull'asse delle y; se quando restringo
I'intervallo sull'asse delle x mi si restringe anche l'intervallo
corrispondente sull'asse delle yallora ho un limite.

In figura all'intervallo in viola AB corrisponde l'intervallo in viola A'B'

ed all'intervallo piu' piccolo in blu CD corrisponde un intervallo piu' piccolo in blu C'D’;
allora posso avvicharmi ad un punto quanto vogliobasta rendere sempre piu’ piccolo
I'intervallo sulle x.
Poiche' I'intervallo posso renderlo piccolo quanto voglioallora posso sostituirlo al
concetto di punto.
Il problema €' tradurre un concetto cosi' semplice in linguaggio matematico.

12
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4.  Limite finito di una funzione in un punto

Il concetto espresso nella pagina precedente e' abbastanza comprensibile, diventa piu’
complicato I'esprimerlo in forma matematica

Per prima cosa, siccome si parldi limite di una funzione e la funzione e'come variano i
punti sull'asse y, partiremo da un intervallo sull'asse y e diremo che allo stringersi di un
intervallo sulle y avvicinandosi ad un valore/ si stringe anche l'intervallo corrispondente
sulle xavvicinandosi ad x%.

X X

Per dire questo consideriamo sull'intervallo delle X (quello marcato piu' scuro) un

gualunque punto x a cui corrisponde f(x) sull'asse Y. Per rendere piccoli gli intervalli
bastera' dire che deve essere piccola la distanza tra J(&d /e contemporaneamente la
distanza ta x ed »; ora la distanza si ottiene facendo la differenza fra le coordinate, ma
essendo sempre positiva, dovra' essere presa in modulo. Quindi bastera' dire che quando la
distanza sulle Y €' minore di un numero igcolissimo anche la distanza sulle X dovra' essere
minore di un numero piccolissimo, od in modo equivalente quando f(x) si avvicina ad

anche x si avvicina ad

Ora siamo pronti a dare la definizione matematica:

Si dice che la funzione ¥ f(x) ammette limite finito / per x tendente ad x e si scrive:
limgacf(x) = |

se per ogni numero positivor (epsilon) piccolo a piacere esiste un numerg« (delta epsilon
cioe' delta dipendente da epsilon) tale che da

[f(X) -l|< N segualx-Xo| < 7»

[f(x) -I] <~ e' un intervallo B sull'asse y

|X-Xo | < 1~ €' un intervallo A sull' asse X, intorno completo del puntxg cony~ humero
dipendente dan .

Quindi si puo’ anche dire che quando Ix appartiene adA allora f(X) appartiene adB.

od anche: quanda si avvicina adxop allora f(x) si avvicina adl.

Esercizi(sulla definizione dj limite)

Intuitivamente, quando l'intervallo sulla y |[f(X) -1 | diventa piccolissimo< N anche l'intervallo sulla x|x-Xo |
diventa minore di una quantita’ dipendente dal primo< } «» e questo sara' il metodo che useremo negli
esercizi

Iniziamo da un esercizio molto semplice:
ad esempio proviamo a dimostrare che :
13
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limge x+2 =5

Devo dimostrare che se prendo un intornalel punto 5 sulle y avro' in corrispondenza un
intorno del punto 3 sulle x tali che quando si stringe il primo intorno si stringe anche il
secondo: cioe'

[f(x) -] <N segue|x-Xo| < |«

Faccio la funzione meno il limite in modulo:

|(x+2) -5] <™

Il significato del modulo €' che cio' che e’ dentro ha valore positivo, cioe' se e' positivesta
lo stesso segnpse e' negativodevo cambiarlo di sego in modo che diventi positivo.

Qo' significa che il termine dentro il modulo deve essere piu' grandéi -8 e minore diN
quindi posso scrivere:

X+2-5<N e x+2-5> N

oppure utilizzando una notazione divenuta ormai di uso comune

-N < x+2-5< N (ricordando pero' che si tratta di due disequazioni daisolvere
contemporaneamente)

Risolviamo:

-N < x-3< N (porto il -3 dall'altra parte nelle due disequazioni cambiandolo di segno)
3-N < x< 3+N e questo e' un intorno del punto 3 sulle x e Sediventa piccolo anche
l'intervallo si stringe; quindi il limite e' proprio 5 .

5. Cenni sul limite di una successione

a) Perche'il limite di una successioa di numeri reali

Possiamo applicare il concetto di limite ad una successione di numeri reali

Per costruire la matematica possiamo prendere come base i numeri Naturali e poi
sviluppare tutta la teoria (metodo classico), oppure possiamo prendere come base |l
concetto di successione(metodo della scuola russa); il risultato e' del tutto equivalente
Poiche' i numeri reali (e quindi la retta reale) possono essere pensati come limiti di una
successione di numeri razionali il concetto di limite diviene una proprieta’ intrinseca dei
numeri reali stessi.

b) Limite (finito) di una successione convergente

Facciamo per semplicita’ un esempio numerico e consideriamo la successione:
1,1/2,1/4,1/8, 1/16,......

Si vede subito che procedendo néermini ci avviciniamo sempre di piu' al valore limite
zero.

Per impostare la definizione di limite dobbiamo dire che prendendo termini piu’ avanzati la
differenza fra questi termini e il limite diventera' sempre piu’ piccola

Se non sei convinto prova fare la differenza fra il quinto termine e il limite(zero), poi fra il decimo e il limite,
vedrai che la differenza diventa piu' piccola man mano che prendi un termine di ordine superiare

Consideriamo ora la successione generica:

di,R,B,H, b,..... S N,
per indicarla consideriamo il suo termine genericay,
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Diremo che la successione, ammette limite finito / peri & e scriverema

limi wan=1

Se fissato un numerad' piccolo a piacere e’ possibile trovare un termine dellauccessione
tale che per quel termine e tutti i suoi successivi valga la relazione:

| an-l| <N
c) Limite di una successione divergente

Per fare il limite di una successione divergente rifacciamoci al concetto che si ha un limite
guando avendo un intervallo che si contraganche l'intervallo corrispondente si deve
contrarre; ora non e' necessario che l'intervallo sia un intorno di un vale finito, ma puo'
anche essere un intorno di infinito

Rifacciamoci al caso che la successione tenda &b+

Allora potremo dire che la successione

al, R, B, A, B,y By

e' divergente (ammette limite infinito) per @ %4be scriverema

limi apan= M

Se preson > M, esiste in sua corrispondenza un intorno di infinito dipendente daJ tale
che il termine an ed i suoi successivi siano tutti contenuti in quellintorno di ininito

0 in modo piu' algebrico.

Se preso un numero positivolV e' possibile trovare un termine della successionéx tale che
per esso e tutti i termini che lo seguono (cioe' che hanno indice maggiore di K) valga la
relazione:

&> M

6. Limite destro e sinistro

Per capire bene il concetto di limite destro (sinistro) consideriamo cos'e’ un intervallo per
un punto interno: €' un intorno e per essere un intorno non e' necessario che il punto sia al
centro dell'intervallo, anzi il punto puo' essere spostato anche fino al bordo se l'intervallo e
chiuso ed in tal caso avremo un intorno destro o sinistro del punto.

—] Ora quandoconsidero il limite /imazacf(x)=/ invece di considerare
tutto un intervallo che contenga s possiamo considerarne un intorno
: destro (sinistro) ed in tal caso sull'asse y corrispondera’ un intorno
i l\ destro o sinistro di/ ma cio' non cambieranulla: infatti allo

stringersi dell'intervallo sull'asse delle y corrispondera'’ lo stringersi
dell'intorno sull'asse delle x.
Cioe' quando f(x) si avvicina ad'x si avvicina ad x .

Definizione matematica

Si dice che la funzione y=ix) ammette limite finito destro / per x tendente ad
@ e siscrive:

limgw f(x)=I se esiste un numero positive¥ (epsilon) piccolo a piacere tale
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che da
[f(x) -ll< N seguax-xo< 1+ (delta epsilon cioe' delta dipendente da epsilon)

Note: xtendente ad x+ significa che mi avvicino ad x da destra, cioe' dalla parte dei valori
positivi.

7. Limite infinito

Il concetto di infinito €' sempre stato un po' la bestia nera della matematica e col concetto
di limite si puo' affrontare in modo abbastanza efficace: il limite mi mette in relazione due
intervalli che si contraggono contemporaneamente: allora perche' noapplicare questo
concetto anche ad un intorno di infinito? Il problema e’ che non posso far riferimento ad un
intorno e nemmeno ad un intervallo, pero' posso fare riferimento al bordo dell'intervallo
che, man mano chsi stringe, assumera’' valori sempre piu’ grandi in valore assoluto.

In pratica, quando ho un intervallo che si stringe verso infinito devo dire che il suo valore di
bordo risulta maggiore di un gualunque numero (di solito indicato con M per le y ed N per
le X) grande a piacere se andiamo versolboppure minore di un numero qualunque
numero negativo grande a piacere in valore assoluto se ci spostiamo versb.

Sarebbe bene che provassi ora a ricasatu i vari casi senza studiarli a memoria,
comunque, magari per esercizio, di sego ti enumero i casi possibili.

Distinguiamo tre casi:
1 limite Ho DPAO c@ ©
1 limite / PAO Hg ©
1 limite Ho DPAO Hg ©
Se vuoi puoi dare un'occhiatalla tabella riassuntivadei vari casi, altrimenti passaai
teoremi sui limiti

C'e' ancora da dire che il concetto di limite mi permette di risolvere uno dei problemi piu’
spinosi dellamatematica:la divisione per zero

a) Limite infinito per x tendente ad un valore finito

Quando x tende ad un valore finito la funzione puo' tendere a piu' infinito, a meno infinito o
ad infinito in genere come abbiamo detto irfondo allanota

T limgaf(x) = + H

T limgaf(x)= -Hb

T limgaf(x)= = Hb

Limite tendente a piu' infinito per x tendente ad un valore finito

Per dire che abbiamo un limite piu' infinito quando x tende a ¢ dobbiamo dire che

guando il bordo dell'intorno di infinito sulla y sale verso l'alto l'intervallo che contiene i i

il punto ¢ d stringe. M
Definizione:

Si dice che la funzione y f(x) ammette limite + b per x tendente ad c e si scrive: <
liMmgef(X) = + b

se esiste un numero positivo M grande a piacere tale che
da f(x) > M segua | xc | <Ny (cioe'minore di un numero piccolissimo dipendente da M)

16
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Limite tendente a meno infinito per x tendente ad un valore finito

Per dire che abbiamo un limite meno infinito quando x tende a ¢ dobbiamo dire che

guando il bordo dell'intorno di meno infinito sulla y scende verso il basso l'intervallo  [——_ sihess o
che contiene il punto c si stringe B
Definizione: i

Si dice che la funzione y = f(x) ammette limiteH> per x tendente ad c e si scrive: Y

Iimgq;f(x) = -bb

se esiste un numero positivo M grande a piacere tale che

da f(x) < -M segua | xc | <N u (cioe'minore di un numero piccolissimo dipendente da M)

Limite tendente a infinito per x tendente ad un valore finito

Per dire che abbiamo un limite infinito quando x tende a ¢ dobbiamo dire che quando i| 4

bordo dell'intorno di infinito sulla y sale verso l'alto e contemporaneamente scende =

verso il basso (in questo caso si dice che abbiamo un intorno completo di infinito) /

I'intervallo che contiene il punto ¢ si stringe — an 5//-
Definizione: -

Si dice che la funzione y #(x) ammette limite Hb per x tendente ad c e si scrive: i

limgef(X) = Hb

se esiste un numero positivo M grande a piacere tale che
da |f(x)|> M segua | xc | <Ny (cioe’'minore di un numero piccolissimo dipendente da M)

b)  Limite finito per x tendente ad infinito

La x puotendere a piu' infinito, a meno infinito oppure genericamente ad infinito, quindi
anche qui abbiamo tre casi possibili

T limgon f(x)=1

17 limgaw f(x) =1

1 limgow f(x) =1

Limite finito | per x tendente a piu’ infinito

Per dire che abbiamo un limite finito/quando x tende a piu' infinito dobbiamo dire che
guando l'intorno di /sulle y si restringe il bordo del corrispondente intorno di infinito
sull'asse x si allontana sempre piu' verso piu’ infinito

Definizione. / T,

Si dice che la funzione y=#(x) ammette limite IDAO @ OAT AAT OA A OE O/
lim gorp, f(x)= 1

se esiste un numero positiv® piccolo a piacere ed in sua corrispondenza un numero

grande in dipendenza da&' tali che

da |f(x)- 1| < N segua x> N

Limite finito | per x tendente a meno infinito

Per dire che abbiamo un limite finito/quando x tende a meno infinito dobbiamo dire

che quando l'intorno di/sulle y si restringe il bordo del corrispondente intorno di 4

infinito sull'asse x si allontana senpre piu’ verso meno infinito. i

N

Definizione: N

Si dice che la funzione y=(x) ammette limite /per x tendentea-tb A OE OAOH \K
lim gop, f(x)=1I

se esiste un numero positivd' piccolo a piacere ed in sua corrispondenza un numero
grande in dipendenza da' tali che

da |f(x)- 1] < N segua x<-N
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Prof. Dino Betti- Ripasso dmatematica: ANALIS -

Limite finito [ per x tendente a infinito

Per dire che abbiamo un limite finito/ quando x tende a infinito dobbiamo dire che
guando l'intorno di /sulle y si restringe i bordi del corrispondente intorno di infinito

sull'asse x si allontanano sempre piu’ uno verso piu' infinito e I'altro verso meno
infinito .

Definizione: o L
Si dice chda funzione y=f(x) ammette limite /DAO @ OAT AAT OA A

NI
=N

\

T
A

lim 7 % f(X): /

PDF elaborato d®incenzo Solimando

EOA«C

se esiste un numero positivd' piccolo a piacere ed in sua corrispondenza un numero N grande in dipendenza

dan tali che
da |f(x)- /] <N segua | x |> N

c) Limite infinito per x tendente ad un valore infinito

Qui abbiamo quattro casi con segni ben definiti piu’ tre casi con infinito generico

limgor f(X) =+ Hb
limgaow, f(X)=+ H
limgor f(X)= -Hb

limgaw, f(X)= -Hb

limga, f(X)=+ H
imga, f(X)= -H

limgas, f(X)= Hb

=A =4 -4 4 -4 -4 4

Limite piu' infinito per x tendente a piu’ infinito

Per dire che abbiamo limite piu' infinito quando x tende a piu' infinito dobbiamo dire
che quandoil bordo dell'intorno di infinito sulle y si allontana verso l'alto (piu'
infinito) allora anche il bordo del corrispondente intorno di infinito sull'asse x si
allontana sempre piu’ verso destra (piu’ infinito).

Definizione:

M

Si dice che la funzione y#(x) ammette limite + b per x tendente a #b e si scrive:

lIM gow fX)=+ b

se esiste un numero positivo M grande a piacere ed in sua corrispondenza un numero N grande in dipendenza

da M tali che
da f(x) > M segua x> N

Limite piu' infinifo per x tendente a meno infinito
Per dire che abbiamo limite piu' infinito quando x tende a meno infinito dobbiamo dire

che quando il bordo dell'intorno di infinito sulle y si allontana verso I'alto (piu' infinito)
allora anche il bordo del corrispondente intorno di infinito sull'asse x sallontana
sempre piu' verso sinistra (meno infinito) .

Definizione.
Si dice che la funzione y#(x) ammette limite + Hb per x tendente a-H e si scrive:
M gow, f(X)=+ Hb

M

N

se esiste un numero positivo M grande a piacere ed in sua corrispondenza un numero N grande in dipendenza

da M tali che
da f(x) > M segua x<-N

Limite meno infinito per x tendente a piu’ infinito
Per dire che abbiamo limite meno infinito quando x tende piu' infinito dobbiamo dire

che quando il bordo dell'intorno di infinito sulle y si allontana verso il basso (meno
infinito) allora anche il bordo del corrispondente intorno di infinito sull'asse x si
allontana sempre piu' verso destra (piu' infinito).

Definizione:
Si dice che la funzione y=(x) ammette limite -Hb per x tendente a b e si scrive:

T~

Y
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lim @ O+ Ho f(X)= -Hb

se esiste un numero positivo M grande a piacere ed in sua corrispondenza un numero N grande in dipendenza
da M tali che

da f(x) < -M segua x> N

Limite meno infinito per x tendente a meno infinito

Per dire che abbiamo limite meno infinito quando x tende a meno infinito dobbiamo
dire che quando il bordo dell'intorno di infinito sulle y si allontana verso il basso - oz
(meno infinito) allora anche il bordo del corrispondente intorno di infinito sull'asse x
si allontana sempre piu' verso sinistra (meno infinito)

Definizione:

Si dice che la funzione ¥ f(xX) ammette limite -Hb per x tendente a-Hb e si scrive: T
lim Qb f(X) = -
se esiste un numero positivo M grande a piacere ed in sua corrispondenza un numero N grande in dipendenza
da M tali che

da f(x) < -M segua x<-N

Limite piu’ infinito per x tendente ad infinito

Per dire che abbiamo limite piu' infinito quando x tende adhfinito dobbiamo dire che
quando il bordo dell'intorno di infinito sulle y si allontana verso I'alto (piu’ infinito) N
allora anche il bordo del corrispondente intorno completo di infinito sull'asse x si >
allontana contemporaneamente a destra ed a sinistra

N NN
e

AN

Definizione:

Si dice che la funzione ¥ f(X) ammette limite + b per x tendente adb e si scrive:
liMmga, f(X) =+ H

se esiste un numero positivo M grande a piacere ed in sua corrispondenza un numero N grande in dipendenza
da M tali che

da f(x) > M segua |x|> N

Limite meno infinito per x tendente ad iniinito

Per dire che abbiamo limite meno infinito quando x tende ad infinito dobbiamo dire
che quando il bordo dell'intorno di infinito sulle y si allontana verso il basso (meno
infinito) allora anche i bordi del corrispondente intorno completo di infinito sull'asse x
si allontanano a destra ed a sinistra

Definizione.

Si dice che la funzione ¥ f(x) ammette limite -H per x tendente adb e si scrive:
liMmgas f(X) = -Hb

se esiste un numero positivo M grande a piacere ed in sua corrispondenza un numero N grande in dipendenza
da M tali che

da f(x) < -M segua [x]> N

Limite infinifo per x tendente ad infinito

Per dire che abbiamo limite infinito quando x tende ad infinid dobbiamo dire che /
guando il bordo dell'intorno completo di infinito sulle y si allontana verso il basso e M
verso l'alto allora anche il bordo del corrispondente intorno completo di infinito
sull'asse x si allontana a destra ed a sinistra P
(Di solito non si considera e si preferisce spezzare nei due limiti destro e sinistro) & N

~NA

Definizione: M
Si dice che la funzione ¥ f(xX) ammette limite b per x tendente &b e si scrive:
limga, f(X) = Hb

se esiste un numero positivo M grande a piacere ed in sua corrispondenza un numero N grande in dipendenza
da M tali che

da [f(x)| > M segua [x|> N
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d)

Tabella riassuntiva per i vari casi

Limite infinito per x tendente ad un valore finito

N \M
o s L ) -
M i = shge
(< NA M /
W
|imgq;f(X) = +h |imgc(\,f(X) = -bb |imzq;f(X) = H

Limite finito | per x tendente ad un valore infinito

= h !
V. | ——————
i
— N N
F—1 2] -N \ J +N £

—

limgow f(x) =1 limgaw f(x) = limgas f(x) = |

Limite infinito per x tendente ad un valore infinito

/N A — N A

M it > o /
M i
—1 e
N7 hE T \ / /

limgasf(x) = +H limgaof(X) = +Hb limgawf(x) = -Hb limganf(X) = -Hb
N M/h
Z N NN\
M 7
e A\
N i
7| N N |~ -M
< re
\4 M
b
liMgauf(x) = +Hb limgawf(x) = -Hb liMmganf(x) = Hb
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8. Teoremi sui limiti

Ora abbiamo un nuovo oggetto base per la matematica, il concetto di limite che sostituira’ il
concetto di punto, e' quindi necessario riscrivere tutta la matematica da questo punto di
vista, ma per partire in modo adeguato dobbiamo fissare bene le propregtdei limiti, cioe'
individuare dei teoremi che ci serviranno come base per ricostruire l'intera matematica dal
nuovo punto di vista
| teoremi sui limiti serviranno a fissare le proprieta’ dei limiti stessi, ad essi affiancheremo
le operazioni sui limiti che ci permetteranno di riportare le operazioni algebriche anche sul
concetto di limite.

1 Teorema dell'unicita’ del limite

1 Teorema della permanenza del segno

1 Teorema dei "carabinieri”

T Operazioni sui limiti

a) Teorema dell'unicita’ del limite

Non meravigliatevi del fatto che questi teoremi sembrino una cosa ovvia: e' dovuto al fatto
che stiamo riscrivendo le regole di base.

Il teorema dell'unicita’ del limite dice che// imite, quando esiste, e’ unicocioe' una

funzione non puo' assumeral limite due valori diversi.(In pratica significa che stringendo
I'intervallo l'intervallo stesso non si suddivide ma resta tutto unito anche quando diventa
piccolissimo; cosa d'altra parte necessaria se vogliamo sostituire il concetto di intervallo al
concetto di punto)

Per dimostrarlo basta ragionare per assurdo: supponiamo che non sia vero il risultato e
mostriamo che non €' vero il teorema.

Se non fosse vero che abbiamo un solo valore ne avremmo due diversi, ma allora questi due
valori sarebbero due punti ad una certa distanza, allora se prendiamo epsilon minore di
guella distanza l'intervallo non potra' contenere entrambe i limiti e quindi non vale il

concetto di limite.

In termini matematici sembra un po' piu' complicato, ma €' la stessa casa
Supponiamo esistano due limiti e dimostriamo che in tal caso non puo' esistere nessun
limite.

| due limiti siano:

limgacf(x) = |1

limgacf(X) =12 conli< |2

Essendo i due limiti diversi la loro differenza in modulo sara' la distanza

distanza= |l1-l2|

Ora ponga

N = -la | /2

cioe' scelgo* uguale alla meta’ della distanza ed il gioco e' fatto: ho creato una coperta
troppo corta che non puo' coprire contemporaneamente i due limiti

Ora e' impossibile avere contemporaneamente

[T -1 | <N

[f(<) 12| <™
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perche' l'intervallo N non puo' coprire contemporaneamentd 1 ed| 2 in quanto la loro
distanza e' maggiore di¥ ed allora non puo' esistere il limite. Come volevamo dimostrare.

b) Teorema della permanenza del segno

Il teorema dice chese una funzione ha limite diverso da zero esiste tutto un intervallo ove
la funzione ha lo stesso segno del suo limite.

La dimostrazione e' molto simile a quella del teorema sull'unicita’ del limite: bastera’ fare
una coperta abbastanza stretta che cwenga il limite ma non lo zero.

Se il limite e' diverso da zero ci sara’ unaecta distanza fra il limite e lo zero, quindi se
consideriamoN uguale alla meta' di questa distanza l'intervallo che copre il limite non
potra’ raggiungere lo zero, pertanto in tutto questo intervallo il segno della funzione sara'
uguale a quello del limie.

c) Teoremadella maggiorante e della minorante, dettddei carabinieri"

Il nome esatto sarebbe quello sopra, ma anche in alcuni testi scolastici ho visto chiamare
guesto teorema col secondo nome, che rendene I' idea del teorema stesso.
Il teorema dice questo
Se abbiamo tre funzioni, la prima maggiore delle altre due
; (maggorante) e la terza minore delle altre due (minorante) allora se
sia la prima che la terza funzione tendono ad un limite finitéallora
s anche la seconda deve tendere allo stesso limite

Inutile dire che la prima e la terza funzione fanno da carabinieri e
prendono in mezzo la seconda per ptarla in prigione nel limite..

Dirlo in forma matematica e' un po' piu' laborioso
Se abbiamo tre funzioni:

y=fx) y=9() y=h(x)

tali che:

f)  a9(x) hx)

se abbiamo inoltre che

impocf(x) =1 e  limgoch(x) = |
allora vale anche

limgacg(x) = |

Per un accenno di dimostrazione posso dire che prendendo un intorno completo che
contenga/per f(x) e prendendo un altro intorno completo che contengéper /(x) siccome
g(x) e' compresa fra le due funzioni bastera’ considerare l'intervallo intersezione dei due
intorni per avere un intorno completo di/per la funzione g(x).

d) Operazioni sui limiti

Le operazioni sui limiti ci serviranno per il calcolo degli stessi.
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(1) Limite di una somma difunzioni

In modo intuitivo possiamo dire che il limite di una somma e' uguale alla somma dei limiti:

se ho due funzioni, la prima che tende a 5 e la seconda che tende a 7 per un certo valore di x
allora la funzione somma mi tendera’ a 12

Se ad esempio évo calcolare

limg o(senx+ex)=

Sccome

limgosenx =0

limgoex= 1

avro':

limgo(senx+ex) = 0+1 = 1

In forma matematica dobbiamo invece dire:

Se abbiamo due funzioniy = f(x) y=g(x)

tali che limgocf(X) =1 e limgacg(x) = m
allora si halimgac(f(x)+g(x)) = I+m

A scuola (talvolta e non in tutte le scuole) si studia anche la dimostrazione ma ci si limita a
questa prima operazione

Intuitivamente prendero’ come intervallo per la somma di funzioni la somma dei due
intervalli nel modo seguente:

sapendo che (ipotesi)

limgacf(x) =1 e limgocg(x) = m
voglio dimostrare che ottengo (tesi) limgac(f(xX)+g(x)) = [+m
o chelimgacf(X) = | equivale a|f(x) -I| < N1

e chelimgacg(X) = m equivale a|g(X)-m| < N>

Devo dimostrare che con queste ipotesi ottengo

limgaoc(f(X)+g(x)) = I+m che equivale df(x)+g(x) -I-m| < N3
DIMOSTRAZIONE:

[f{C)+9(x) -I-m| =|(f(x) -)+(g(x) -m)|

per le proprieta’ dei moduli

|(F(x) -D+(9(x) -m)| < [f(X) -I[+|g(x) -m[ < N1+N>

Per la proprieta’ transitiva della disuguaglianza avremo

[f()+9(x) -I-m|< Nq+N

Bastera' ora prendereN 3 > N1 + N5 per ottenere la tesi.

(2) Limite di una dfferenza di funzioni

In modo intuitivo possiamo dire che illimite di una differenza di due funzioni €' uguale alla
differenza dei limiti.

Se ad esempio devo calcolare
limgoa (€ logx) =

siccome

Imga ex=e
limgalogx =0
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avro'.
limga (ex-logx) =e-0=e

In forma matematica dobbiamo dire:
Seabbiamo due funzioni

y = f(x) y =9(X)

tali che

limgacf(x) =1 e limgocg(X) =m
allora si ha

limgac(f(x) -g(x)) =1 zm.

(3) Limite di un prodotto di funzioni

Il limite di un prodotto di funzioni e' uguale al prodotto dei limiti.
Se ad esempio devo fare

limg o cosx-e=

siccome

limgocosx =1

Imgoex=1

avro':

limgopcosx-e=1-1=1

In forma matematica dobbiamo invece dire:
Se abbiamo due funzioni

y=1fx) y=9K)

tali che

limgacf(x) = I e limgocg(X)=m
allora si ha

limgacf(x)-g(x) =1-m

Come caso particolare e' da tenere presente il prodotta dna costante per una funzione.
Poiche' il limite di una funzione costante resta sempre lo ste® qualunque sia x, avremo
che: se devo calcolare il limite del prodotto duna costante per una funzione bastera'
moltiplicare la costante per il limite della funzione ( si usa anche dire che possiamo
estrarre le costanti dall'operazione di limite).

Esempio:

limg o 5c0sx = 5limg @ cosx =5.

(4) Limite di un guoziente di funzioni

Anche qui possiamo dire che il limite di un quoziente di funzioni e' uguale al quoziente dei
limiti, pero' a patto che al limite la funzione al denominatoreabbia un valore diverso da
zero.

Se ad esempio devo fare

limgao X/cosx =
siccome
imgox=0
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limggcosx =1
avro':
limgaox/cosx=0/1=0

Se avessi avuto:

limg o cosx/x =
non avrei potuto applicare questo teorema perche' al limite il denominatore vale.O

In forma matematica dobbiamo dire:
Se abbiamo due funzioni

y = f(x) y =9(x)

tali che

lim g acf(x) = | e imgacg(X)=m e m O
allora si ha

lim g acf(X)/g(x) = I/m

Notare bene quel m 0 nellipotesi.

9. Limiti notevoli

Sono molto importanti: il primo e' alla base del calcolo dei limiti su parecchie funzioni
trigonometriche e l'altro €' il generatore del numero e (numero di Nepero)

T limyso senx/x =

il |imx->oo (1+1/X) X=

a) Primo limite notevole: limgax senx/x =1

Dobbiamo calcolare il valore del limite:
limg o senx/x =
e per fare questo utilizzeremo il teorema "dei carabinieri”, cioe' / !

prenderemo una funzione che sia sempre maggiore, una funzione che
sempre minore e vedremo che entrambe le funzioni per x che tende a

zero valgono 1 di conseguenza il nostro limite varrdl. o
Consideriamo questa disuguaglianza
sen x< X < tang X

che, come si puo' vedere dalla figura e' valida essendo PQ (sen x) minore
dell'arco x che a suaolta e' minore di AT (tang x);ora se divido tutto per senx (e posso
farlo senza cambiare niente prche' e' positivo) otterro':

sen x/sen x < x/sen x < tang x/sen X

Semplificando:

1 < x/sen x < 1/cos X

Ora invertendo i termini basta cambiare di verso alle disuguaglianze

1 > (sen x)/x > cos X

Ora abbiama

Imgol=1

e

limgocos x =1
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da cio'segue che anche per quella in mezzo
limgo senx/x =1

b)  Numero di Nepero; imy>m (1+1/xX) X=€

Numero di Nepero e= 2,71828182845904523536....
E' il valore del limite:

1
limgas (1+ —-)X=¢e
X

€' un numero importantissimo per la matematica.

Come base di un esponenziale e' invariante sia per l'operazione di derivazione che di
integrazione, puo'essere utilizzato per rappresentare i numeri complessi, €' la base dei
cosiddetti logaritmi naturali o Neperiani.

Alle superiori non ho visto farne la dimostrazione in nessun istituto scolastico, cosa invece
che si fa talvolta (ma non sempre) all'univerdia'.

10. Forme indeterminate

Mediante il concetto di limite e' possibile dare un senso matematico a limiti quali
1/0= b

1/Hb=0

H/O0 = Hb

0/Hb=0

HH= H

Tuttavia vi sono ancora alcune forme cui non possiamo assegnare un valore: le cosiddette
forme indeterminate:

Esse vanno trattate caso per caso

Forme indeterminate:

0/0

HY Hb

0-Hb

Ho- Ho

o, e HP

=A =4 =4 -4 -4

a) Limite in forma indeterminata tipo 0/0

Awvertenza:

Purtroppo il Web non e' predisposto per scrivere le frazioni, allora , poiche' non vaglfar
pesare troppo queste pagine costruendo le frazioni mediante immagini e poiche' I' utilizzo
di fogli di stile sarebbe per me piuttosto gravoso premetto che per le frazioni useremo la
seguente convenzione:

invece di scrivere:

x2-4
y= -

X-2
scrivero':

y= (x2-4) | (x-2)
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Torniamo ora alla forma indeterminata: e' possibile che il limite, che abbiamo da poco
definito, sia cosi' inefficiente da non poter calcolare una cosa di questo genere?

M2 (X?-4) / (X -2)=

Infatti se faccio i calcoli sostituendo 2 ad x ottengo @ chein matematica non ha significato
Ma se la definizione di limite che abbiamo data e' validerrore non deve essere nel limite,
ma nella funzione: infatti avremo il limite 0/0 solo se la funzione si annulla
contemporaneamente al numeratore ed al denominatore, allora per calcolare il limite
bastera'’ togliere nella funzione la causa dell'indeternmazione scomponendo numeratore e
denominatore e semplificando

X2-4 si scompone comegX+2)(X -2)

Il denominatore e' gia' scompostdx-2)

Semplifico:

(x2-4) [ (x-2) = (x+2)(x -2) [ (x -2) = x+2

e faccio il limite:

limge (x+2) = 4

Attenzione: per poter fare bene questi esercizi e' necessario saper fare bene la
scomposizione di un polinomio in fattorie un ripasso non farebbe male; comunqueiu’
avanti vedremo come €' possibilaitilizzare le derivate per poter calcolare in modo molto
semplicequeste forme

Proviamo un altro esercizio: calcoliamo:

limgoa (X3-3x2+3x-1) / (x3-1)=

anche qui sostituendo 1 alla x ottengo 0/0 quindi devo scomporre il numeratore ed il
denominatore e togliere la causa dell'indeterminazione

X3 -3x2 +3x -1 e' il cubo di un binomio e si scompone comgx-1)3

x3 -1 e' la differenza fra due cubi e si scompone conf-1) (X2 +x+1)
Semplificando ottengo:

limga (x3-3x2+3x-1) / (x3-1) =

= limga (x-1)3/ (X -1)(x2 +x+1) =

= limga (x-1)2/ (x2+x+1)=0/3=0

by &I Oi A ET AAGAOI/EH AOA AAl OEDPIT

Intanto bisogna dire che queste forme indeterminate si hanno generalmente quando
facciamo il limite per x tendente adb cioe'
limgas f(X)/g (x>= H/Hb
Possiamo pero' averle anche per x tendente ad un valore finito, esempio:
logx H

l/x HD
Possono essee trattate in due modi diversi:
1 con il metodo polinomiale
T con l'ordine degli infiniti
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Forme indeterminate del tipoH/H metodo polinomiale
Proviamo subito su un esempio:

liMysw (3X2+4x-4) [ (5X 2+ 6x -3)

Metto in evidenzax? al numeratore ed al denominatore

Al numeratore ottengo:

X2(3 +4/x -4/x?2)

Al denominatore ottenga

X2(5 + 6/x -3/x2)

Quindi se ora faccio

liMysw X2 (3+4/x -4/x2) | x2(5+ 6/x -3/x2)

Posso semplificare sopra e sotto? ed ottenga

liMysw (3+4/x -4/x2) [ (5+ 6/x -3/x?2)

e sapendo che il limite di un numero fratto x per x tendente ad infinito vale zero (anche quello di un numero
fratto x2, 8, ¥...) ottenga

liMysw (3+4/x -4/x2) [ (5+ 6/x -3/x2)=(3+0 -0)/ (5+0 -0) =3/ 5

Forme indeterminate del tipoH/H metodo del confronto fra infiniti
Posso rendere molto piu' semplice il calcolo della pagina precedente con il seguente ragionamento:

se un numero tende ad infinito, tendera’ ad infinito prima Xrispetto ad x (prova a mettere al posto di x un
numero grande, il suo quadrato sara' ancora piu' grande) cioe' intuitivamente quand@ g' gia' infinito ancora
x €' un valore inferiore quindi trascurabile, quindi in questi limiti basta consideraresolo lax a potenza piu’
grande;allora:

liMys (3X2+4x-4) [ (5 2+ 6x -3)

Sara' uguale al limite

liMysw 3x2/5x2=

Semplifico:

limysw 3/5=3/5

Da notare che posso fare una "graduatoria” di infiniti rispetto all'infinito "campione™
liMysmwp X

Quellicon potenza della x superiore ad 1 andranno all'infinito piu' rapidamente mentre
quelli con potenza di x inferiore ad 1 andranno ad infinito piu' lentamente, ad esempio
per x tendente adb x3 arrivera’ all'infinito piu’' rapidamente di x 12= 1@.

Inoltre posso dire che in assoluto la funzione che andra’ &b piu’ rapidamente di tutte
le altre sara

y=¢ex
mentre la piu’ lenta ad andare all'infinito sara
y =log x

ove con log x si intende il logaritmo naturale (quello in base per intenderci)

Quanto detto mi permette di classificare i limiti del tipoHy Hb in tre grandi gruppi:

Definiamo ordine di infinito di una espressione come quello del suo temine di grado piu' alto
Esempio. Lordine di infinito di:

7x4-5x3+2x+4log x

vale a 4perche’ 4 €' I'ordine di infinito piu' alto fra i suoi termini.

1 Se il numeratore ha lo stesso ordine di infinito del denominatorgllora il limite e' uguale al rapporto
fra i due termini di grado piu’ alto. Nel seguente esempio l'ordine di infinito del nmeratore e del
denominatore sono entrambe uguali ad 1
lim > (3x-2log x)/4x = 3/4

1 seil numeratore ha ordine di infinito superiore al denominatore allora il limite valeds;, esempio:
liMys €/X3=H

1 seil numeratore ha ordine di infinito inferiore aldenominatore, allora il limite vale 0; esempio:
liMmysw (X3+logx) / ex=0

Come abbiamo fatto una classifica degli infiniti possiamo fare la stessa classifica per gli infinitesimi rispetto
all'infinitesimo campione:

limyso 1/

Quelli con potenza della frazione superiore: 1/% 1/x 3 1/x 4.... adranno a zero piu' velocemente;

d'altra parte basta ricordare che 1/0=H e che 1Hb= 0.
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c) Limiti in forma indeterminata del tipo O - Hb

Per risolverli basta ricordare che 1/0=H> e quindi trasformare in modo da tornare al caso
precedente; esempia

limgo* xlogx = 0-Hb=Ilimgo* logx/(1/X) = H/H

ed essendo il logaritmo la funzione piu' lenta nell'andare all'infinito avremo che quando il
numeratore e' ancora un numero il denominatore e' gia' infinitaquindi il limite vale zero.

d &I Oi A EI AACOAOI-BI AOA AAl OEDPI

Di solito sono forme che si hanno quando si ha qualche radicale; in ogaso per risolverle
basta ricordarsi dei metodidi razionalizzazionee moltiplicare per la stessa forma col segno

in mezzo cambiato sia al nmeratore che al denominatore(ricorda che al denominatore se
non c'e' niente c'e'sempre DAT 1 T OA EI1 1 Ei EOA AEOAT OA AAIl I
metodi gia' visti.

Esempio:

limgas (X -G = Ho-Hb=

=limgas (X-I)IQ (x+ MQ/ (x+ MQ:

Eseguiamo la moltiplicazione

= limgas (X2-X)/ (Xx+ NG =

E' ora una frazione del tipab/ H e applicando la regola degli ordini di infinito il

numeratore ha ordine 2 ed il denominatore 1 quindi

=H

e) Forme indeterminate del tipo 0%, 1*  H

E' piuttosto raro che capiti di calcolare forme di questo genere (ho visto farlo solo in un
liceo scientifico), pero' per risolverle basta ricordare che il logaritmo e' funzione inversa
dell'esponenziale e che valgono le seguenti uguaglianze (indico con log x il logaritmo
naturale di x):

limga f(x) 90 =
= limgq elogf()g(x) =

limgq e9x)-logf(x) =

glim F g(x)-logf(x)

ed all'esponente avro' una delle forme gia' viste

Esempio: liMysw (X2) X = HP
Applichiamo la regola vista prima
limgas elogx2) Lx =

limgay el/x-logxt =

elimg o, /X -log x?

elimgqy (2logx)/x = @0=1

Con le uguaglianze scritte sopra possiamo anche (quasi) provare un' affermazione fatta
sulle potenze: cioe' che qualunque numero elevato a zero vale 1, e quindi ancPel0(e
non e' una forma indeterminata).

Provate a calcolare illimite:
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Imgo xx= 00

Applicando la regola

||m 3D elog XX =

=lim oo ex -log x=

= e limyo g X logx=

=e ”m@q) (logx)/(1/x) =@ 0= 1

Il problema €' che il logaritmo e’ definito solamente quando I'argomento e' maggiore di
zero, quindi il limite precedente effettivamente e’ un limite destro, mentre non posso fare |l
limite sinistro; inoltre la funzione X* e' definita solo per valori positvi delle x perche' non
possiamo considerare potenze con base negativa in quanto non hanno significato. Per
guesto ho messo quel quasi.

C. Funzioni continue

Il concetto di continuita' e' fondamentale e l'insieme delle funzioni continue ha molte

interessanti (si fa per dire) proprieta'.

Osservazioneamportante!

Attenzione: per poter parlare di continuita’ o discontinuita'bisogna poter parlare di

limite; ad esempio secondo voi la funzione i
1 se x €' razionale

y:

-1 se x e' reale non razionale
che tipo di discontinuita' ha?
Nessuno;infatti non puo' ammettere limite in nessuno dei suoi punti: I'intervallo sulle y non si stringe

1 Definizione di funzione continua

1 Funzioni non continue

4. Definizione di funzione continua

Intuitivamente possiamo dire che una funzione si dice continua quando possiamo
disegnarla senza staccare la penna dal foglio (o il gessetto dalla lavagmaa penso sia il
caso di darne una definizione matematica precisa utilizzando il concetto di limite:

Una funzione si dice continua in un punto quando in quel punto coincide con il suo limite

Una funzione si dice continua in un intervallo quando e' continua in ogni punto
dell'intervallo .

In linguaggio matematico

y = f(x) €' continua nel punto c se

limgc f(x) = f(C)

e

y=f(x) €' continua in un intervallo se per ogni punto c dell'intervallo vale
limyo ¢ f(X) = f(c)

Il "per ogni” mi trasforma la continuita’ in un punto nella continuita’ per ogni punto cioe' in
tutti i punti dell'intervallo .
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Sipuo' anche usare la seguente definizione:

Una funzione e' continua in un punto ¢ se in quel punto esistono il suo limite destro e
sinistro ed i due limiti sono finiti ed uguali

lim yo ¢ - f(X) = lim goct f(X) = k con k= f(c)

Deriva dal fattoche il limite esiste se esistono finiti il limite destro e sinistro ed entrambe coincidono.

5. Funzioni discontinue

Diciamo semplicementeche:
Una funzione si dice discontinua quando non e' continua
Possiamo raggruppare le discontinuita’ in tre gruppi:

1 Discontinuita’ di prima specie

T Discontinuita’ di seconda specie

T Discontinuita’ di terza specie

a) Discontinuita’ di prima specie

Una discontinuita’ si dice di prima specie se esistono finiti i limiti destro e sinistro ma i due
limiti sono diversi.
Esempio:consideriamo la funzione cosi' definita: /

. @ DPAD m
U N
@ chDA@n
Essa presenta una discontinuitadi prima specie nel punto zerojnfatti:
limgao f(x) = limgo x =0
limgo* f(X) =limgao* (x+2) =2

Attenzione! Non e' detto che una funzione debba avere una formula matematica fissa per
tutto I'asse reale, io posso definire anche una funzione a pezzi come nell'esempio sopra:
I'importante e' che per ogni valore della x corrisponda un solo valore della 'y

Un esempio classico di funzione con infiniti punti di discontinuita’ di
prima specie €' la funzione "scala": -
g 9. 1 @8 £Q¢ o0 Qi £

El@i @& ¢ €&0¢ 0 Qi € =
intendendo con int(x) la parte intera del numero xgcioe' il numero x =
scritto senza decimali.

b)  Discontinuita' di seconda specie

Una discontinuita' e' di seconda specie se la faione inun punto vale

infinito. Ricordiamoci che infinito non €' un punto ben preciso ma una JL
convenzione e quindi quando la funzione vale infinito non e' definita.
Esempio di discontinuita’ di seconda spee:

La funzione

y =1/ x2

presenta una discontinuita’ diseconda specie nel punto 0.
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c) Discontinuita' di terza spece (o eliminabile)

E' il caso in cui la funzione in un punto

a) non esiste

oppure

b) esiste ma risulta di valore diverso dal limite

E' comunque possibile eliminare tale discontinuita' attribuendo alla funzione in quel punto
il valore del suo limite.

a) Caso in cui la funzione non esiste gia’ stato visto nelle forme
indeterminate.

Ad esempio la funzione

y = (x2-4) [ (x-2)

non esiste nel punto 2 ed il go limite in tale punto vale 4;attribuendo 4
al valore della funzione in quel punto la discontinuita’ €' eliminata

b) Caso in cui la funzione l valore diverso dal suo limite.
L'esempio (‘:Iassico di questa discontinuita’ ' la funzione impulso:
g P N0 C
¢ nNQb ¢
Bastera' assegnare alla funzione il valore 1 anche nel punto 2 per eliminare la
discontinuita'

Simile a questa ma piu’' famosa €' la funzione in due variabili delta di Kroneker cosi'
definita: _

2 TU I @ Q
1EE v im 1

D. Derivate

Arriviamo ora ad uno dei concetti piu' importanti dell'analisi, il concetto di derivata di una
funzione

Avvertenze: il simbolo di derivata puo' essere espresso in vari modi,: dy/dx, df(x)/dx, y',
f'(x) simboli diversi derivanti dalla polemica fra Newton e Leibnitz sulla priorita’ della
scoperta del calcolo inifinitesimale; noi useremo in prevalenza y' e f{x

4. Perche'la derivata

Il concetto di limite, sebbene utilissimo per sostituire ad un punto un intervallo ha
comunque dei difetti: infatti applicando il concetto di limite ad un punto io posso avere
solamente unavisione locale di una funzioneg' come se volessi studiare una strada di
notte approfittando della luce di qualche lampionepotro’ vedere in quel punto e nelle
vicinanze di qud punto ma se voglio sapere cosa succede un po' piu' in la' dovro' avere un
altro lampione.

A noi serve qualcosa che ci permetta di vedere la funzione nella sua interezzguel
gualcosa sara' la derivata.
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Immaginate di avere una funzione ed un punto stihsse delle x cui corrisponde un punto
sull'asse y; se pensiamo che il punto sull'asse x si sposti con regolarita’ cosa vedro' sull'asse
y?

Vedro' che il punto sull'asse y va piu' veloce o meno veloce a
second della pendenza della funzione.

Se osservila figura a fianco vedi che a frecce uguali sull'asse x
corrispondono frecce diverse sull'asse y e questo e' dovuto alla| = ™~
velocita' con cui si aggregano i punti sulla y rispetto ai punti
sulla x.

Prima la funzione (il punto sull'asse y corrispondente & x)
scende rapidamente poi man mano rallenta di velocita' fino a
fermarsi dove c'e’ il minimo e quindi cambia direzione e prende velocita' salendo verso
l'alto.

Se ora noi riusciamo ad esprimere come varia di velocita'punto sulla y al variare di x in
modo regolare avremo un qualcosa che ci permettera’ di vedere la funzione tutta intera e
non solo una piccola parte come nel caso del limite.

Ora si tratta di esprimere matematicamente questo concetto:

Come varia ilpunto sull'asse y quando il punto sull'asse x si sposta regolarmente?

Se non ti e' troppo chiaro forse puo' aiutarti guardarguestanota sulla rappresentaziae di
una funzione

E' utile ricordare, per ben capire il concetto di funzione, che la funzione €' il collegamento

Y esistente fra due variabili, e si puo' rappresentare, per funzioni reali di variabili reali, mediante

=f(x) iI_coIIegamentc_) esistente_fra due reg; ora queste rette di sol_ito si rappresentano mediante un
sistema di assi ortogonali e la funzione diventa l'insieme dei punti che ad una x fanno

corrispondere unay;

lo, personalmente, trovo un po' riduttiva questa idea di funzione e talvolta agcune classi
y=2x particolarmente brave I'ho spiegata in modo (quasi) equivalente come segue:
pensate due rette fra loro parallele, immaginiamo una freccia che ad

2 g 2 * ogni punto della prima retta mi faccia corrispondere un punto sulla
\ secondaed ora immaginiamodi spostare i punti sulla seconda retta
201 2 & a4 (come se fosse di gomma) in modo che ad ogni punto della prima 430 3 4 5 3
retta stia di fronte il punto corrispondente sulla seconda, in tal caso
la funzione sarebbe come vengono "addensati" i punti sulla seconda retta al vagalella x sulla 20 1 2 3 4
prima retta; bene, mi dira' qualcuno, ma a cosa s questo ragionamento?

Serve a capire che la funzione e’ qualcosa di piu’ della sua rappresentazione cartesiana: la
funzione e' un fenomeno (in senso filosofico) che coinvolge i punti d&lsse delle y (in parole povere e' come si addensano
i punti sull'asse delle y) e la curva nel piano cartesiano ne e' solamente una rappresentazione grafica.

5. Definizione di derivata

Dobbiamo vedere come varia la 'y gualo la x varia in modo regolare.ftuitivamente il
sistema piu' semplice e' quello di considerare un intervallo sulla y ed il corrispondente
intervallo sulle x e farne ilrapporto; questo mi dara' la variazione
media. Se voglio la variazione in un punto dovro' restringere gli

intervalli fino a quel punto. fagot)
Matematicamente: Hx, #h)- 1)
considero sull'asse x i puntiXo e Xo+h, :

in loro corrispondenza avro' i punti f(Xo) edf(xo+h) sullassey. P

La distanza traf(Xo) edf(Xo+h) sull'assey (in verticale) sara’
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f(xo+h) - f(Xo)

mentre la distanza traxo+h ed Xo sull'asse x sara’

Xo+h - Xo= h

Chiamiamo rapporto incrementale il rapporto tra la distanza sull'as® y e la distanza
sull'asse x:

f(xo+h) - f(X0)
.................... = rapporto incrementale
h

Ora per ottenere la derivata nel punto bastera’ far stringere l'intervallo facendo
diminuire h:

f(xo+h) - f(Xo)
[T —— = (X o)

Definizione: si definisce derivata di una funzione in un punto il limite (se esiste ed €' finito)
del rapporto incrementale al tendere a zero dell' incremento h.

Per avere la derivata genericédastera’ considerare il punto come X, cioe' non fisso ma
generico sull'asse delle x

6. Significato geometri® della derivata

Per capireil significato geometrico della derivata bisogna saper bene
come trovare la tangere ad una curva in un suo punto. p
Presa una curva ne fissiamo un punto P e quindi un altro punto P’
diverso da P e tracciamo la retta PP’ ora basta far scivolare P’ sulla
curva verso P e quando P' sara' coincidente con P avremo la retta p
tangente alla curva in P (Ho tracciato delle semirette invece che rette
per rendere piu' semplice la figura)

Definizione:si definisce tangente ad una curva in un punto la posizione limite della retta
sottesa da una corda al tendere del secondo punto della corda sul primo

Ora se riprendiamo la definizione di derivata, vedi che quando h
3 tende a zero il secondo punto sullaurva si sposta verso il primo
punto fino a coincidere

Inoltre il rapporto incrementale e' uguale al coefficiente angolare
della retta che congiunge i due punti sulla curva.

fix +h)

f(x +h)-fx)

1(xy)

Quindi, al limite, la derivata ed il coefficiente angolare della retta
tangente alla curva devono coincidere cioe':

Definizione:\a derivata di una funzione in un punto e’ uguale al coefficiente angolare della
retta tangente alla funzione in quel punto

Veramente qui occorre fare una piccola precisazione: la tangente e’
sempreda una partedella curva mentre la derivata si trova su una
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corda della curva stessa: cioe' la derivata e il coefficiente angolare della tangente
differiscono per qualcosa, ma qualcosa di talmente piccolo (un infinitesimo) da non
influenzare i calcoli; @munque torneremo sull'argomento parlando dekoncetto di
differenziale..

7. Applicazioni

Visto che la derivata, per come €' costruita mi da' la velocitebn cui varia la y al variare
della x, sara' possibile utilizzare le derivate in tutti quei fenomeni ove ci interessa avere la
velocita' di variazione del fenomeno stesso.

Ad esempiq potremo calcolare la variazione dello spazio rispetto al tempo, ciok

velocita', oppure la variazione della velocita' rispetto al tempo, cioe' l'accelerazione, oppure
la velocita' di una reazione chimica o il flusso di una corrente elettrica eccetera

Comunque ora dobbiamo cercare di capire come funziona questaovo giocattolo_per

poterlo poi utilizzare al meglio: vediamone quindi alcune proprieta’.

/Immagino tu non sia troppo d'accordo a chiamario giocattolo, forse secondo teagoiu’ indicato chiamarlo
marchingegno o diavoleria

Rilassati: la matematica non e' solo fatica ma e’ anche divertente (se presa a piccole dosi): prova ad esempio a
leggere qualcuno dei volumi di Martin Gardner dal titolo "Enigmi e giochi matematici” e tnoveral una

miniera di fatti divertenti e stimolanti.

a) Esempi di calcolo di qualche semplice derivata

Per iniziare proviamo a calcolare la derivata dj = X2 :
f(x) = x2
f(x+h) = (x+h) 2
Faccio il limite del rapporto incrementale:
(x+h) 2-x2

Sviluppo il quadrato:
X2+2hx+h 2-x2

=lim g (2hx+h2) / h =

Per il teorema sulla somma dei limiti
=limew2hx/h+limegoh2/h =
=limeow2X + limg o h = 2x

Quindi la derivata diy = x2e'y' = 2X

Calcoliamo ora la derivata diy = sen x

f(x) = sen x

f(xth) = sen (x+h)

Faccio il limite del rapporto incrementale:
sen (x+h) - sen x
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limg @ ---------------m oo =
h
Applico la regola della somma per sen (x+h)
sen x cos h + cos x senfisen x
limeg o ------m--mm oo =
h

Per il teorema sulla somma dei limiti
= lime o (sen x cos - sen x) / h + limg o cos x sen h/ h=
= limegosenx (cosh1)/h+limgxcos x -(sen h/ h)=
= (sen x)-lime g (cos h-1) /h + (cos x) limew sen h/ h=
= (sen x)-0 + (cos x) -1 = cos x

Calcolo del limite

limego(cosh-1)/h =
moltiplico sopra e sotto per (cos h + 1)

= limno o (cos h-1)-(cosh + 1)/ h-(cosh + 1) =

= limyo o (cos?h-1)/h-(cosh +1) =

= limno o-sereh/h-(cos h + 1) =

ora posso suddividere I'argomento del limite in tre parti:

limpo g -(sen h/h)-(sen h):[1/(cosh+ 1)] =
-1-0-1/2=0

Quindi la derivata diy = sen xe'y' = COS X

Avrai notato che €' piuttosto difficile calcolare le derivatén questo modo: allora e' preferibile utilizzare una
tabella da cui ricavare alcune derivate fodamentali cui fare riferimento.

b)  Tabellariassuntiva delle principali derivate

Funzione Derivata

y = costante y'=0

y =X y'=1

y =xn y' =n Xn-l

y = 110 y'=1/2/1D

y = senx y' = cosx

y = CcOoSX y' = -senx

y = tangx y' = 1/cos2x oppure Yy =1+ tangx
y = cotgx y' = -1/sen2x

y=¢& y' = ex

y = ax y' = axlog a

y =log X y' = 1/Xx

y = logax y'=1/(xlog a) = (log a€) / x
y = arcsen X y=1/ p @

y = arccos x y=-1/ p @

y = arctang X y=1/(1+x?2?

y

arcctgx

y'=-1/(1+x2?)
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c) Semplici esercizi di applicazione della tabella

Purtroppo gli esercizi che ora possiamo fare sono davvero pochi in quanto ancora non
abbiamo le regole operative; comunque cominciamo con quelli che possiamo fare:
Calcoliamo la derivata di

y=1/x4

Basta ricordare che per le regole sulle potenze si ha:

1/x4=x4

e quindi applicando la regola

y' = (-A)xCD

y' = -4x°

cioe' (ricordando che devi mettere il risultato nella stessa forma da cui sei partito)
y' = -4/x5

Proviamo ora a calcolare la derivata di:

y = 31D

Per le regole sulle potenze dia:

= x1/3

e quindi applicando la regola

y' = (1/3))( /3 -1)

y' = (1/3)x (-213)

Cambio di segno lI'esponente e porto x al denominatare

y'=1/(3x2B)

y'=1/(3 3 @9

le parentesi negli ultimi risultati servono solo a mostrare che tutto il termine e' sotto |l
segno di frazione; scrivendo normalmente la frazione puoi omettere le parentesi

Calcoliamo la derivata di

y= @

Per le regole sulle potenze si ha:
a): X3/5

e quindi applicando la regola

y' = (3/5)x G5 -1)

y'=3/(5x25)
y=3/(5 @&
Calcolare: B
y=1/(4 @)

Per le regole sulle potenze si ha:
1/(4 @) =1/ (x34)=x"34
e quindi applicando la regola
y' = (-3/4)x (-3/4 -1)
‘= 23/ (4 xTI4)
‘= -3/ (4 VD)
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Posso estrarre da radice

=3/ (4x 4 @)

Proviamo ora per finire:

y=(* @)/ (3 &)

Per le regole sulle potenze si ha:

(4 A)/ (3 @)= (x34)/(x2B3)=
= X34 .23 = x(3/4 -213) = x1/12
quindi applicando la regola:

y' = (1/12) x (112 -1)

y' = (1/12) x 1112

y'=1/(12 12/g )

d)  Operazioni sulle derivate

Vediamo oraalcune regole da sapere per poter esege la derivata di una funzione;sono
fondamentali e bisogna saperle molto bene.

(1) Derivata di una somma o differenza di funzioni

E' laregola piu' facile ed intuitiva.
Per fare la derivata di una somma ( o differenza ) di funzioni basta fare la derivata delle
singole funzioni ed il segno non cambia

Esempio:

Facciamo la derivata di:
y = X4+ X3-X2-X

La derivata dix* e' 4x3
La derivata dix® e' 3x?
La derivata dix? e' 2X
La derivata dixe' 1
quindi:

y' = 4x3+ 3x2-2x-1

(2)  Derivata di un prodotto di funzioni

Qui comnciamo ad andare sul complicato.

Se ho il prodotto di due funzioni e nevoglio la derivata devo fare:

la derivata della prima per la seconda non derivata piu’ la prima tale e quale per la derivata
della seconda

In simboli se

y = f(x)-9(x)

Allora:

y' = f(x)-9(x) + (x)-g'(x)

Esempio:

Calcolare la derivata della funzione
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y = x3senx
La derivata dix3 e' 3x2

La derivata disenxe' COSX
quindi
Y'= 3x2senx + X3cosx

Conseguenza importantese devo fare la derivata di una costante per una funzione bastera’
moltiplicare la costante per la derivata della funzione Dimostrazione:
Infatti chiamando c la costante avremo:
y=c-f
y'=c- -f+c-f
ed essendo la derivata di una costante uguale a zero sara’
y'=c-f
cioe' possoestrarre le costanti dal segno di derivata
cioe' posso estrarre lecostanti dal segno di derivata.
Esempio:
y= 3x4
Essendo3 una costante la moltiplico per la derivata dix*
y'=3-4%
y' =12 x3

Se hai bisogno della dimostrazionéella regola della derivata di un prodotto, eccola:
Voglio dimostrare che se ho
y = f(x)- g(x)
allora ne segue
y' =f(x) - g(x) +(x) - g'(x)
Parto dal rapporto incrementale per la funzioney = f(x)-g(x)
Il rapporto incrementale vale:

f(x + h)-g(x + h) -f(x)-g(x)
lim ho o =

h

Pero' io so fare la derivata solo quando il rapporto incrementale mi coinvolge una sola funzione, quindi
aggiungo e tolgo un termine in modo da spezzare quel rapporto incrementale in due rapporti incrementali:
(se aggiungo e contemporaneamente tolgo laedsa quatita’ I' espressione non mi canbia di valore)

f(x + h)-g(x + h) -f(x)-g(x + h) +f(x)-g(x + h) -f(x)-g(x)

limpo o =
h
Ora spezzo il limite in due limiti:
f(x + h)-g(x + h) -f(x)-g(x + h) f(x)-g(x + h) -f(x)-g(x)
limro o *limroo -
h h

Per problemi di visualizzazione sullo schermo facciamo un limite per volta:

nel primo limite
f(x + h)-g(x + h) -f(x)-g(x + h)
lim oo =
h
Posso mettere in evidenzay(x+h) ed ottengo il limite di un prodotto:
f(x + h) - f(x)
[iMuo o g(X + h)- —-mmmmmmmmmmmeeem =
h
e posso fare il prodotto dei limiti:
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f(x + h) -f(x)
[iMKo o g(X + h)- liMpsg =-----mmmmmmmmmmmee =
h

Il primo limite quando h tende a zero valey(x) ed il secondo ef'(x) quindi :
=g(x)-f(x) = f(x)-9(x)

Nel secondo limite
f(x)-g(x + h) -f(x)-9(x)
limp-so =
h
posso mettere in evidenzd(x) ed ottengo il limite di un prodotto:
g(x +h) -9(x)
limpso f(X): =-=mmmmmmmmmmmmmme =
h
e posso fare il prodotto dei limiti:
g(x +h) -g(x)
liMmnso f(X): liM psg =m=mmmmmmmmmmmmmme- =

I primo limite non dipende da h e val€(x) ed il secondo ey'(x) quindi:
=f(x)-g'(x)

Raccogliendo risultati I'espressione iniziale vale

=f(x)-9(x) + f(x)-g'(x)

Come volevama

Esercizi;

Calcolare la derivata della funzione
Yy = Senx cosx

La derivata disenxe' cosx

La derivata dicosxe' - senx

quindi:

y'= COSX-COSX + senx-{senx)

cioe'

y'= COS2X - Seréx

Calcolare la derivata della funzione
y = exsenx

La derivata diex e' ex

La derivata disenxe' cosx

quindi:

y'= exsenx + ecosxda fare

Calcolare la derivata della funzione

y= 5exlog x

5 e' una costante e la metto davanti alla derivata
La derivata diexe' ex

La derivata dilog xe' 1/x

quindi:

y'=5-(ex-log x + e-1/x)

E se devo fare la derivata di un prodotto di tre o piu’' funzioni?
Niente paura, la regola e' sempre la stessa ma adattata a piu' funzioni, ad esempio se devi
fare laderivata della funzione

y = 1(x)-g(x)-h(x)

Allora:

y' = F(x)-9(x)-h(x) + 1(x)-g'(x)-h(x) + {(x)-g(x)-h'(x)

40



Prof. Dino Betti- Ripasso dmatematica: AIALIS - PDF elaborato deincenzo Solimando

Esempio:

Calcolare la derivata della funzione

y = X5-cosx -log x

La derivata dix> e' 5x4

La derivata di cosx e' - senx

La derivata di log x " 1/x

quindi:

y'=5x4.cosx -log x + %-(- senx) -log x + ®-cosx - 1/x
cioe'

y'=5x4.cosx -log x x>-senx -log x + X-cosx - 1/x

(3) Derivata delquoziente didue funzioni

Una cosa importante da tenere presente e' che la derivata si puo' fare solo in quei punti ovéulazione al
denominatore e' diversa da zero

Se ho il quoziente di due funzioni e neoglio la derivata devo fare:

la derivata della prima funzione per la seconda non derivata meno la prima funzione tale e
guale per la derivata della seconda, il tuttoréitto la seconda funzione al quadrato

In simboli se

f(x)
y=--

9(x)
allora

f'(x) - g(x) - f(x) - 9'(X)
y' e ——————————

[9(x)]

Esempio:
Calcolare la derivata delldunzione:
y= X4/senx

La derivata dix4 e' 4x3
La derivata disenxe' cosx
quindi:

4x3senx- X4cosx

sergx
ho messo le parentesi quadre per rendere pi comprensibile I'espressione:

Di solito nelle scuole la dimostrazione si saltasomunquese hai bisogno della

dimostrazione della regola della derivata di un quoznte, eccola:
Voglio dimodrare che se ho

f(x)

9(x)
allora ne segue

f(x) - 9(x) -f(x) - g'(x)

y'=
9(x)?
Parto dal rapporto incrementale per la funzione
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9(x)
il rapporto incrementale vale:
f(x + h) f(x)

g(x+h) 9(x)

Faccio il minimo comune multiplo dentro parentesi quadrem modo da avere un' unica frazione

fox+ h)-g(x) -f(x)-g(x + h)
limno o -1/h =

g(x+h)-g(x)
Ora tolgo e aggiungo (come per il prodotto) un termine intermediof(x)-g(x)

f(x + h)-g(x) - (x)-9(x) + f(x)-g(x) -f(x)-g(x + h)
limpo o - 1/h=
9(x+h)-g(x)
Tra il primo ed il secondo termine al numeratoregposso mettere in evidenzay(x)
e fra il terzo e quarto termine- f(x) ; ottengo:
g(x)-[f(x + h) -f(x)] - f(x)-[g(x+h) -g(x)]
limuo o - 1/h=
9(x+h)-g(x)
Ora distribuisco il fattore 1/h ai due termini al numeratore:
g(x)-[f(x + h) -f)l/h - f(x)-[g(x+h) -g(x)I’/h
lim ho o =
g(x+h)-g(x)
Ora passando al limite e ricordando che
limno o g(x+h)=g(x)
segue
f(x) - 9(x) - f(x) - g'(x)

g(x)2
Come volevamo.

y':

Esercizi:

Calcolare la derivata della funzione
y = tang X

Goe":

COS X

La derivata disenxe' cosx
La derivata dicosxe' - senx
quindi

COSX-COSX Senx-(-senx)

y' =
COSX
cioe'
COX + ser?x
y' [

COSX

Posso esprimere il risultato in due modi diversi:
a. ricordando checosx + ser?x = 1 ho:

b. Dividendo ogni termine percos’x ho:
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e quindi

y' =1 + tang2x
Notiamo che abbiamo dimostrato come ottenere una derivata presente nellakiella come derivata
immediata: e' piuttosto frequente richiedere come esercizio di dimostrare anche cose che si dovrebbero
sapere a memoria

Calcolare la derivata della funzione

La derivata dix2+ 2x +5 e'2x + 2
La derivata dix2 - 4 ' 2x
quindi:

(2x + 2)-(x2-4) -(x2 + 2x + 5)-2x

Come derivataavremmo terminato ma purtroppo bisogna semplificare I'espressione e qui e' possibile
rendere l'esercizio complicato quanto vogliamo; in questo caso i calcoli sono ancora abbastanza sempilici,
ma,in genere, per fare bene gli esercizi occorre avere una buar@noscenza dell'algebra

Facciamo le moltiplicazioni

2x3-8X + 2x2-8-2x3-4x2-10x

y [
(x2-4)2
Ora sommo i termini simili:
-2x2-18x-8
y': -----------------

(x2- 4)?
Metto in evidenza-2 :
-2(x2+9x + 4)

Poiche' numeratore e denominatore non hanno fattori comuni questo €' il risultato finale

Naturalmente e' possibile mescolare le regole come nel seguente esempio
X2 senx

log x
X2 senxe' un prodotto,
quindi la sua derivata e2x-senx + X-cosx
La derivata dilog e' 1/x
quindi :
(2x-senx + X2-cosx)-logx- x2-senx -1/x

log? x
Eseguo le moltiplicazioni e ove possibile semplifico:
2x-senx-logx + X-cosx-logx- X-senx

log2 x
Posso ancora mettere in evidenza la ed ottengo il risultato:
X(2senx-logx + x-cosx-logx senx)

y:

log? x
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4) Derivata di funzione di funzione

Questa e' forse l'operazione piu’ importante per saper ¢eolare esattamente la derivata.
Per fare la deivata di una funzione di funzione prima faccio la derivata della funzione
esterna senza toccare quella interna e poi moltiplico per la derivata di quella interna.
In simboli, se ho

y = f(9(x))

allora:

y' = f(9(x))-9'(x)

Vediamo di capire meglio corun esempia

y = sen(log x)

Prima devo fare la derivata della funzionesenche e'cos

quindi la prima parte della derivata di

sen(logx) sara' cos(logx) come se al posto della avessimolog x

Ora devo fare la derivata diog x che e'1/x

quindi avro' :

y' = cos(log x)-1/x

Per renderla piu’ semplice pensate ad una cipolla: la cipolla €' fatta a strati ed io per sbucciarla devo togliere il
primo strato, poi il secondo, poi il terzo ...

Anche la funzione di funzione e' fatta a strati, prima devo derivarla prima funzione lasciando inalterate le
altre, poi la seconda .... fino all'ultimo quando mi resta la x

Vediamo un altro esempio;

y = (log(senlg)5

Qui ho la funzione elevamento a potenza 5 che racchiude il logaritmo che racchiude il seno
cheracchiude la radice che racchiude,x

Prima devo fare la derivata della potenza 5:

se fossed la derivata sarebbe5x4 , in questo caso poiche' al posto diho log(senl/1d la
prima parte della derivata sara’

5(log(send*

Passo ora alla seconda funzionghe €' il logaritmo:

se fosseog x la derivata sarebbel/x,

poiche' al posto dix ho sen/Id
la seconda parte della derivata sara':

1/ ( send)
Passo ora alla terza funzione che e' il seno
se fossesenxla derivata sarebbecosx,

poiche' al posto dix ho D
la terza parte della derivata sara':

cos/D
Passo ora alla quarta funzione che e’ la radice

la derivata di 1% 1 / (2 VI_Q e sono arrivato alla x quindi questa e' l'ultima parte
raccoglienda

y' = 5(log(senid4 -[1 / ( senF] -cosn@[ 1 / (2 VD]
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(5) Esercizi di riepilogo

Ti vengono ora forniti una serie di esercizi sul calcolo della derivata: prova a farli da solo
poi vai a vedere lasoluzione e dalla soluzione se vuoi potrai anche vedere come l'esercizio
viene svolto.

Tutti i logaritmi a meno di esplicito avviso sono da intendere a base

Calcola la derivata delle seguenti funzioni

Esercizio 1. y = X3 sen2x
g tratta di un prodotto fra le due funzioni:
X3 e sen2x
quindi applico laregola della derivata di un prodotta
y =f.g+fg
1 la derivata dix3 e' 3x2
1 sen2xe' funzione di funzione perche' 'argomento non eXma e'2x
La prima funzione e'senla cui derivata e'cosquindi la prima parte sara’'cos2x
La seconda funzione €x la cui derivata e'2 quindi:
la derivata disen2xe' cos2x-2cioe' 2cos2x
Applicando la regola
y' = 3x2-sen2x + »-2c0s2x
y' = 3x2sen2x + 2X8c0s2x

Fai attenzione perche' viene spontaneo non considerare sen2x, cos2x come funzione di funzione e quindi €'
facile shagliare

Esercizio 2: y = X2 e+ xex.
S tratta di una somma fra le due funzioni
X2 exe xexed ognuna di esse e' un prodotto di funzioni
Quindi faccio la somma delle derivate
1 laderivata dix2 exe'2x-e + x2.-e
(derivata del prodotto fra x2 ed &)
1 laderivata dix ece'ex+ x-ex
(derivata del prodotto fra x ed &)
Quindi:
y' = 2X-eX+ X2.e+ ex+ X-eX
y' = 3x-eX+ x2.ex + ex
Raccogliendoex ed ordinando:;
y'=ex(x2+3x +1)

Esercizio 3.y = TxeXlogx:
il 7 ' una costante poi abbiamo il prodotto fra le tre funzioni
X,exelogx,
applico laregola:
y'=f.g-h+fg-h+fgh
I 7 e€'una costante e la estraggo dalla derivata (la metto davanti ad una parentesi che contiene la
derivata)
1 laderivatadixe'l
1 la derivata diexe'ex
1 laderivata dilogxe'1/x
Quindi
y'=7-(1-exlogx + x-e-logx + x-e-1/x)
Nel terzo termine dentro parentesi semplifico x con 1/x
y'=7-(1-exlogx + x-e-logx + €)
raccogliendo assieme al 7 anche:ed ordinando:
y'=7ex(x-logx + log x + 1)
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Esercizio 4:y = 4x2cos(d3 + 6X + 2) :

il 4 ' una costante poi abbiamo il prodotto fra le due funzioni
X2

e

cos(4x® + 6x + 2) e questa e' anche funzione di funzione
applico laregola:

y' =f.g+fg
1 4e'una costante e la estraggo dalla derivata (la metto davanti ad una parentesi che contiene la
derivata)
1 la derivata dix 2 e'2x
1 cos(4x+ 6x + 2) e' funzione di funzione quindi devoapplicare laregola:

y=flg(x)] -->y'=f[g(x)]-g'(x)
o la derivata dicosxe'-senx
0 laderivatadidx3+6x+2 e'12x2+ 6
quindi la derivata e'- sen(4x3 + 6x + 2)-(12x 2 + 6)
Quindi:
y' = 4-{2xcos(4x3 + 6X + 2) + x 2:[-sen(4x3 + 6x + 2)-(12x 2 + 6)]}=
= 8XCOS(4x3 + 6X + 2) - (48x4 + 24x2)-sen(4x3 + 6X + 2)

Esercizio 5:y = 3senbx + 2c0s5X

S tratta di una somma fra le due funzioni

3sen5xe 2cos5x

ed ognuna di queste due si puo' considerarenzione di funzione

- nella prima seno e' funzione di 5x

- nella seconda coseno e' funzione di 5x

quindi poiche' nel primo termine della somma 3 e' una costante, la derivata di seno e' coseno e la derivata di
5x e'5

e nel secondo termine della somma &' una costante, la derivata di coseno eseno e la derivata di 5x e'5
y' = 3:(cosbx)-5 + 2 -(-sen5x)-5

y' = 15c0s5x - 10sen5x

Esercizio 6:y = 3x3 e2;

S tratta di una costante 3 per il prodotto fra le due funzioni
X3 eex?

e la seconda di queste due si puobnsiderare funzione di funzione
Infatti nella secondae e' funzione dix?

3 e' una costante

la derivata dix3 e' 3x2

la derivata diex e' ex

la derivata dix?

e'2x

avro' applicando la regoladella derivata di un prodotto:

y' = 3[ 3X2. 2+ x3 . ex2. 2X]

Eseguenda calcoli:

y' = 9x2 ex2 + 6x4 ex2

Esercizio 7:y = 4sen »-serfx:

S tratta di una costante 4 per il prodotto fra le dugunzioni:
sen ¥ e serfx

ed entrambe si possonaonsiderare funzione di funzione
Infatti nella prima senoe' funzione dix3

nella seconda abbiamo la potenza che e' funzione disenx
4 e' una costante

la derivata disen % e' cos @ - 3%

la derivata disersx e' 3ser?x-cosx

avro' applicando la regoladella derivata di un prodotto:

y' = 4:[ cos ¥- 3x-serx + sen »@ -3serex -Cosx]
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Eseguendo i calcoli
y' = 12 x2 seréx-cos ¥ + 12 ser?x-sen ®¥- coS X

Nota. in questo esercizio si giocava sulla confusiorede puo’ nascere fra le due scritture:
sen ¥

e

serex

la prima significa:sen(x-x-x)

la seconda significasenx-senx-senjed equivale asen xp

Esercizio 8:y = 2arctang .

si tratta di una funzione (arctang) di funzione (esponenziale) di funzione (2x)

Prima derivo I'arcotangente,poi I'esponenziale ed infine derivo 2x; per mostrartelo meglio fra una derivata e
l'altra lascio un po' di spazio

1
y'=2 ex 2
1 +(e2><)2
Eseguendo i calcoli
4 ex
y'  mmm—————
1+ex

Esercizio9: y = 5arctang (3 + 1) :

Si tratta di una costante (5) moltiplicata per una funzione (arctang) di funzione (3¢1)

Riscrivo la costante, derivo I'arcotangente, ed infine derivo®*1; per mostrartelo meglio fra un termine e
I'altro lascio un po' di spazia

1
V'S 5 e 3x2
1+(x3+1)2
Eseguendo i calcoli
15 x2
y' e
1+((x3+1)2

Esercizio 10:y = sem x4.
Per capirlo meglio scriviamolo nella forma
y = (sen x4)3
Si tratta di una funzione (potenza 3) di funzione (seno) di funzione &
derivo prima la potenza 3, poi la funzione seno ed infine derivé*xper mostrartelo meglio fra un termine e
I'altro lascio un po' di spazia
y'=  3(sen x¢)2 cos¥  4xs8
Scrivo in forma piu' compatta rimettendo il seno nella forma esponenziale di partenza
y'=12 x3ser? x4 cos ¥
1+xn m
Esercizio 11:y = (( =============- )
1-xn
E' la potenza di una frazione: prima deriviamo la potenze, successivamente la frazione; per mostrartelo
meglio fra la derivata della potenza e quella della frazione lascio un po' di spazio

1+xn m-1 nx+1 (1 -xn) - (-n) x™1 (1 + x")
y'= m (e )

1-xn (1 -xn)2

1+xn m-1 nxv1(1-x1)+nxnl(1+x")
y'= m (e )

1-xn (1 -xn)2

Possiamo scriverlo in modo piu' compatto mettendo in evidenza al numeratore % ottengo:
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1+xn m-1 nx1(l-xn+1+x")
y'= m (e )
1-xn (1 -xn)2
1+xn m-1 2m n X1
y'= (oo e —
1-xn 1 -xm2

e) Tangente ad una curva in un suo punto

Mediante la derivata e' possibile trovare la tangente ad una curva in un suo punto in
maniera molto semplice e rapida senza dover usare scomodometodo del discriminante
come si fa in geometria cartesiana

Per utilizzare questo metodabisogna prima ripassare ilconcetto geometrico di derivata ed
il suo legame con il coefficiente angolare della retta tangente alla cutva

La formuladellaretta generica passante per un puntgfascio di rette) dalla geometria
cartesianae’:

(Y -Yo) = m-(X - Xo) . _ _
al posto del coefficiente angolare posso sostituiralderivata della funzione calcolata nel
punto (Xo, Yb) in quanto hanno praticamente lo stesso valore

(Y -yo) = f'(X0)-( X - Xo)

Esempio:

Calcolare la tangente alla parabola
y=x%x2-2x-3

nel suo punto

(21 '3)

La retta generica €'

(Y - Yo) = m-(X-xo)

cioe"

(y+3)=m:(x -2)

ora so che

m = f'(X o)

calcolo la derivata

y'=2x-2

Ne calcolo il valore per x =2

y'(2) =4 -2=2

e questo e' il valore del coefficiente angolare, quindi la tangente €'
(y+3)=2:(x -2)

cioe' risolvendo:

y=2x277

f) Velocita' ed accelerazione

Questo veramente sarebbe un argomento di fisica, ma storicamente e' stato questo che ha
portato Newton a costruire il concetto di derivata di una funzione in un punto.

Curiosita": storicamente i matematici hanno sempre storto il naso quando hanno visto la loro materia
"imbarbarirsi" con altre discipline: fino a pochi decenni fa i geometri anno guardato dall'alto in basso gli
algebristi e questi hanno fatto la stessa cosa con gli studiosi di Analisi;me ne sono reso conto quando

48


file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/c/cf/cfde.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/mate/rip/mate/d/dd/ddcfb.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/mate/rip/mate/c/cf/cfc.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/mate/rip/mate/c/cf/cfc.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/mate/rip/mate/d/dc/dceda.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/c/cf/cfdf.html

Prof. Dino Betti- Ripasso dmatematica: ANALIS - PDF elaborato d&incenzo Solimando

frequentavo l'universita' ed una delle discipline che fui costretto a studiare fu la geometria con la riga ed il
compasso; pensa che per quasi un secolo dopo la scoperta di Newton e di Leibnitz molti matematici anche
italiani rifiutarono I'analisi matematica perche' non "vera" matematica.

Fortunatamente oggi, con Godel, Turing e I'avvento dell'informatica parecchi gyudizi sono spariti.

Consideriamo un punto che si muova su una traiettoria di moto vario ed
suo moto sia descrivibile con un'equazione del tipo

S =f(t)

Ora se voglio la velocita' media nell'intervallo di tempo da: at> dovro'
calcolare ilrapporto: 6ot
3S S2-S1
3t to-t1
ma questo rapporto, quando prendo un intervallo di tempo molto piccolo mi
corrispondera’ sia alla derivata dello spazio rispetto al temp che alla velocita' istantanea
v=I1 Eb 3s/at =ds/dt= s'(t)

Quindi per ottenere la velocita' bastera' derivare lo spazio rispetto al tempo

Esempio: considero I'equazione del moto uniformemente accelerato con partenza da fermo
s = 1/2 a t2. Se ne voglio la velocitasara' sufficiente fare la derivata rispetto alla variabile t
v=s't)=1/2a-2t=at

che e' la formula per la velocita' nel moto accelerato con partenza da fermo

Stesso discorso possiamo fare per l'accelerazione media e I'accelerazion /
istantanea, in pratica ne deriva che l'accelerazione istantanea €' il limite d

rapporto fra la velocita' ed il tempo quando facciamo tendere a zero
l'intervallo di tempo, doe' se faccio la derivata della vekita' ottengo :

l'accelerazione ¢
Negli esempi e’ riportato il caso del moto uniformemente accelerato con partenza
dall'origine e con velocita' iniziale zero

L,

In pratica, come forse ho gia' accennato la derivata interverrah tutte le discipline dove si
parlera’ di qualcosa che varial variare di qualcos'altro: ad esempio nei flussi di corrente
elettrica o di magnetismo al variare del tempo, nelle variazioni di concentrazione di una
soluzione in una reazione chimica, nelle variazioni di popolazione al variare del numero di
predatori, eccetera...

In tutti i campi della scienza ormai e' necessario conoscere e saper utilizzare le derivate.

g) Applicazionealle forme indeterminate (Regola di De I'HOpital)

Questa regola e' molto utile e si puo' applicare a tutte le forme indeterminate del tipo 0/0
ed Y Ho.

Se ho che

limysc f(X)/g(x) = H/ Hb=

allora per calcolare il limite posso sostituire alle dudunzioni le loro derivate:
=lim o ¢ T '(X)/g '(X)

Sessa cosa con 0/0 d'altra parte lo zero e' I'inverso di infinito
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Esempio: consideriamo un limite gia' calcolato nelle forme indeterminate:

limxo 2 (X2-4) / (x -2)=

Tale limite si presenta nella formad/0

Sostituiamo al numeratore ed al denominatore le loro derivate:

La derivata dix2-4 e' 2x

la derivata dix-2e'1l

Quindi posso calcolare

=limxo 2 (2X)/(1) = 4

Facile vero? \ene quasi da chiedersi perche' non calcolare subito cosi' le forme
indeterminate. Ma pensaci bene, e' piu’ importante studiare come eseguire o esplorare ed
afferrare le varie possibilita'?

Comunque, d'ora in avanti le forme indeterminate verranno trattate utilizzando questa
regola.

8. Teoremi

Si tratta di 3 teoremi di cui il primo e' fondamentale e viene usato spesso negli esami per
verificare la preparazione, la precisioe ed il modo di ragionare del candidato; gli altri due
sono generalizzazione del primo.

a) Teorema di Rolle

Questo teorema afferma cheesuna funzione e' continua in un
intervallo chiuso e limitato e derivabile all'interno dell'intervallo
stesso e se inoltre agli estremi dell'intervallo assume lo stesso valo 1‘/'\
allora esiste almeno un punto dell'intervallo in cui la drivata della | |
funzione vale 0. b
Come si vede dalla figura in pratica vuol dire che se la funzione parte da un certo valore ed
arriva allo stesso valore senza fare puntallora, se e' continua e se l'intervallo e’ chiuso e
limitato , ci deve essere un punto dove finisce di cresafo di diminuire) e torna indietro

(si puo' anche dire che la tangente in quel punto e' orizzontale)

Matematicamente:

sey = f(x) e' una funzione continua in un intervallo chiuso e limitatda, b] e tale chef(a) =
f(b) allora esiste un puntoc appartenente ad[a, b]tale chef '(c)=0 .

L'utilizzo di questo teorema in tante verifiche sia orali che scritte risiede nel fatto che deve
verificare quattro ipotesi:

1 - che la funzione sia continua

2 - che la funzione sia derivabile all'interno dell'intervalo

3 - che l'intervallo sia chiuso e limitato

4 - che i valori agli estremi dell'intervallo siano uguali
Ora prova a dimostrare che il teorema non e’ verificato (cioe' fai un esempio in cui il
teorema non sia valido) se manca la prima ipotesi, oppure tarza, opgpure la seconda e la
terza...
Capisci che per risolverlo sei costretto a ragionare ed a sapere esattamente cosa si intende
per funzione continua, per intervallo chiuso per intervallo limitato eccetera.
Dopo aver provato da solo confrontaon questi esempipiuttosto alla buona e che non
comprendono certo tutti i casi possibili:
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Le ipotesi del tearema di Rolle
Proviamo a vedere cosa puo' succedere sganca una dele ipotesi del teorema di Rolle:
1 - che la funzione sia continua
2 - che la funzione sia derivabile all'interno dell'intervallo
3 - che l'intervallo sia chiuso e limitato
4 - che i valori agli estremi dell'intervallo siano uguali

Casodella funzione non continua

Sono verificate tutte le ipotesi eccetto la prima (le due parti di curva devono avere la
stessa inclinazione nel punto di discontinuita’)

Ho utilizzato una discontinuita'di prima specie

Caso della funzione non derivabile all'interno dell'intervallo:

guesta non e' derivabile dove c'e' la punta
Fai attenzione che se la funzione €' derivabile all'interno e non €' derivabile sul tow fw=1(b)

dell'intervallo il teorema vale lo stesso: saprestfare un esempio? - b

e la funzione fosse continua in un intervallo che non fosse chiugmtrei pensare una

discontinuita’ di terza specie ad un estremo ed il teorema non sarebbe piu' valido (ho

esagerato il punto sul bordo destro per renderlo piu' visibile e mostrare la

discontinuita') . s P |
a b

Il quarto esempio €' il piu' semplice : se i valori nofossero uguali una semplice retta mi| [
mostrerebbe che il teorema non e' piu' valido

b) Teorema di Lagrange

Se prendi il teorema diRolle e lo ruoti ottieni il teorema di Lagrange e 260
(confronta le due figure, questa con quella della pagina precedente):

infatti le ipotesi sono le stesse eccetto il valore uguale negli estremi [
f(a)=f(b) ] ed anche la tesi e' che esiste un punto in cui ltangente e’
parallela al segmento congiungente gli estremi considerati della curva
(vale a dire che la derivata ha la stessa inclinazione del segmento).

Matematicamente:

Data una funzioney=f(x)

continua in un intervallo chiuso e limitato[a, b] e derivabile all'interno dell'intervallo allora
esiste all'interno dell'intervallo un punto ctale che:

f(b) - f(a)
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c) Teorema di Cauchy

Se il teorema di Lagrange era una generalizzazione del teorema di Rolle ora il teorema di
Cauchy e' un ampliamento deldorema di Lagrange, le ipotesi saranno le stesse eccetto il
fatto che vi e' una seconda funzione che essendo ad un denominatore non dovra' mai avere
valore zero nell'intervallo di validita' del teorema.

Matematicamente:

Date due funzioniy = f(x) e y = g(x)

continue in un intervallo chiuso e limitato[a, b]

e derivabili all'interno dell'intervallo

con g(x) O nellintervalloe g (x) 0 all'interno dell'intervallo ,
allora esiste all'interno dell'intervallo un punto ctale che:

f'(c) f(b) - f(a)

g'(c) 9(b)-g(@)
Intuitivamente basta fare il rapporto fra due applicazioni del teorema di Lagrange sullo

stesso intervallo per due funzioni diverse ricordando che la funzione al denominatore non
si devemai annullare.

9. Derivate successive

Se ho una funzione del tipp

y =x°
la sua derivata sara'
y ' = bx4

Se considero la funziong = 5x4
la sua derivata sara'
y'=20x3

Allora posso dire che facendo la derivata due volte della funzione
y =x°

otterro':

yll = 20x3

e questa la chiamero' derivata seconda della funzione

Posso continuare facendo la derivata terza

ylll = 60x2

Laderivata quarta:

ylV =120x

La derivata quinta

yvV=120

Dalla derivata sesta in poi otterro' sempre zero

Per gli indici delle derivate successive e' d'uso utilizzare i numeri romani.
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10. Derivate parziali

Veramente per poter fare le derivate parziali bisognerebbe parlare prima di funzioni a piu’
incognite, cioe' del tipa

z=1(x,y)
Intuitivamente sono funzioni ove le variabili indipendenti sono piu’' di una

Nelle scuole medie superiori ho visto usarle solaella geometria cartesiana dello spazi@ nelleequazioni
differenziali alle derivate parzialiin qualche istituto tecnico, invece sono molto usate nel primo biennio delle
universita' soprattutto per lo studio di superfici e di solidi

In pratica occorre focalizzare 'attenzione su una variabile per volta considando l'altra
come una costante.

Ad esempio considero la funzione:

Z=X5+4xy-3Xy+6y°

La sua derivata primarispetto ad x (devo considerare y come una costante) sara’
Tz

-—--=5x4+ 16 x3y -3 y4

X

mentre la derivata prima rispetto ad y sara'

Tz

-—--= 4 x4-12 xy3 +30y 4

By

Se hai bisogno di vedere i calcoli nei particolarieccoli:
Abbiamo la funzione:

Z=X5+4x%-3XY+6Yy°

Calcoliamo prima la derivata rispetto alla variabile x; essendo una somma di funzioni faro' la derivata
termine a termine.

La derivata rispetto adx di

x>e'5 x4

4 xtye'dy- 48 =16x3y

-3xye' -3y 1=-3y

6 y° essendoy una costante e0

Calcolo ora la derivata rispetto alla variabile y

La derivata rispetto ady di

x5 essendox una costante eD
4xiye'4xt1=4xt
-3xye'-3x-4p=-12x\B
6y5e'6-5y=30y4
Una cosa da tener presente e' che le derivate midegte con le stesse variabili e gli stessi
passaggi sono uguali, cioe'
Hiz TRz Rz

T WX Tyhe
Ponendox 2= Tx - T
Cioe' se derivo prima due volteispetto ad x e poi derivo rispetto ad y ottengo lo stesso risultato che otterrei

derivando prima rispetto ad x poi ad y poi ancora rispetto ad x oppure derivando prima rispetto ad y e poi
due volte rispetto ad x

E R E X

= =4 -8 -1

11. Differenziale di una funziore

In parole molto povere il differenziale di una funzione non e' altro che I' incrementd®B
fatto sulla tangente invece che sulla curva; si ha
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B

_____ = m

AB

ora e".
¢ AB=dx
T m=f'(x)

T ponendoTB = df
otteniamo:
df

dx
che equivale a:
df = f'(x)-dx

Cioe' il differenziale di una funzione e’ uguale alla derivata della funzione stessa

moltiplicata per l'incremento dx.

Questadifferenza FT fra il differenziale della funzione TB e
l'incremento della funzione FB si puo' dimostrare che e' un infinitesim
di ordine superiore rispetto a dx (oppure h) e sara’' poi usata per
approssimare funzioni a livello locale mediante serie di furiani: Serie [

di Taylor e Mac Laurin
BF =BT+ TF

f(xo + h) -f(xo) = df + a(h)

essendo a(h) =Tk

12. Relazione fra continuita' ederivabilita’

se ho un punto con un angolo (punto angoloso) non ho la derivata perche'
derivata destra e'diversa dalla derivata sinistra;inoltre posso pensare curve
chenon hanno nessun punto derivabile: la curva di Peano, la curva di von

C'e' da dire subito che una funzione edinua non e' sempre derivabile;infatti /\

Kock.

CQurva di Peano

—

sl
I—')—l

511 P

Per costruire la curva di Peano su un quadrato dividilo in 4 parti e considera i centri dei
sottoquadrati, congiungili con dei segmenti (prima figura)dividi poi ognuno dei
sottoquadrati in 4 sotto-sottoquadrati e congiungili come vedi nella seconda figura.
Continuando il procedimento riempirai tutto il quadrato con una curva che non sara'

derivabile in nessun punta

Curva di von Kock
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Prendi un segmento, dividilo in tre parti uguali e su quella in mezzo al posto del segmento
prendi due lati di un triangolo equilatero, ripeti il procedimento su ognum dei 4 segmenti
cosi' ottenuti. Procedendo all' infinito la curva che si ottiene non ha nessysunto

derivabile.

Dimostriamo, a completamento della pagina, che se una funzione e' derivabile allora €'
anche continua

Ho per ipotesi che esiste la derivata finita f (%) ; devo dimostrare che allora la funzione €'
continua (tesi).

La definizione di cantinuita’ e' che:

limyo xo f(X) = f(X o)

od anche

limno o f(xo+h) = f(X o)

cioe".

limno o f(Xo+h) -f(xo0) =0

Dimostrazione.
Parto dall'espressione
limno o f(Xot+h) - f(Xo0)
devo dimostrare che vale zero
Moltiplico sopra e sotto per h

f(xoth) - f(xo)
limpo g ----=-=n=-mmmmmn -h=

h

La prima parte del prodotto €' la derivata
=f'Xo) - limpooh=f'(X0) -0=0
Come volevamo dimostrare

E. Punti dr Massimo minimo e flesso

4. Funzioni crescenti e decrescenti

Definizione di funzione crescente
Intuitivamente una funzione e' crescente quando va verso l'alto

Sccome siamo in un piano cartesiano diremo che e' crescente quandp A
spostando il punto sulle x verso destra il punto sulle y si sposta verso|| "™’

alto. |
In simboli: |
si dice che la funzione X,
y = f(x)

e' crescente nell' intervalla

[a, b]

se per tutti i punti dell'intervallo da:

X1 < X2 seguef(x1) < f(x 2)

cioe' se prendo un punto sulle x piu' a destral punto sulle y e' piu’ in alto, oppure man
mano che la x aumenta anche la y cresce.
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Definizione di funzione decrescente

Intuitivamente una funzione e'decrescente quando va verso il basso
Sccome siamo in un piano cartesianaliremo che e' decrescente ™
guando spostando il punto sulle x verso destra il punto sulle y si ’
sposta verso il basso
In simboli:

si dice che la funzione R
y = f(x)

e' decrescente n#' intervallo :

[a, b]

se per tutti i punti dell'intervallo da:

X1 < X2 seguef(x1) > f(x 2)

cioe' se prendo un punto sulle x piu' a destra il punto sulle y €' piu' in basso, oppure man
mano che la x aumenta la y diminuisce.

f(x2)

Legame fra la crescenza/decrescenza e derivata prima
Poiche' la derivata corrisponde al coefficiente angolare della tangente, se la derivata e’
positiva significa che la tangente tende verso l'alto quinda curva dovra'essere crescente.

Regola
Se in unintervallo la derivata e' positiva allora nell'intervallo la funzione sara' crescente

Se invece nell' intervallo la derivata e' negativa allora la funzione sara' decrescente

Con le conoscenze che hase hai capito bene il concettadovresti riuscire a dimostrarlo;
cioe' amostrare che, se la derivata e' maggiore di zerallora la funzione e’ crescentg

fai attenzione che esercizi del genere sono piuttosto owni agli esami.
Prova prima da solo:
sai che la derivata e' positiva, devi dimostrare che la funzione e' crescente (pensa al rapporto incrementale)
cioe' da
X1 < X2 (ipotesi)
devi mostrare che segue
f(x1) < f(x2) (tesi)
Poi guardaquestadimostrazione:
Poniama
X1 < X2
so che
m=f'(x)>0
ora:
f(x2) - f(x1)
X2 - X1
E' una specie di grosso rapporto incrementale e, pertiéorema della permanenza del segnavra' lo stesso segno del
limite del rapporto incrementale, cioe' della derivata che e' positiva
Una frazione €' positiva se gpra e sotto ha lo stesso segno e siccome sotto e' positiva dovra' essere
f(x2) - f(x1) >0
f(x2) > f(x 1)
Come volevama

Per esercizio potresti dimostrare che:

se la derivata e' negativa la funzione e' decrescente
se la funzione e' crescente lderivata e' positiva;

se la funzione e' decrescente la derivata e' negativa
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5. Punto di Massino relativo

Parleremo di massimo relativoquando considereremo il massimo in un intervallo
Parleremo di massimo assoluto se considereremo il valore piu' alto della funzione in tutto il dominio

Un punto di massimo relativo sara' un punto dove la funzione smette
di salire e comincia a scendere

Matematicamente dovremo dire che quel punto e’ piu’ alto, cioe' |l
suo valore e' superiore a quello degli altri punti i) / \
In formule:

La funzione -
y = 1(x)

avra' un punto di massimo nel punto

Xo

se

f(xo) 2 f(x)

per ognix appartenente ad un intorno completo dixo .

f(x,)

S puo' subito dire che se la funzione e’ continua e derivabile in un intorno completo dio
allora la tangente inxo sara' orizzontale, cioe' la derivata avra' valore zero

Curiosita": per la definizione data una retta orizzontale sarebbe composta da tutti punti di massimo, infatti il
valore in ogni punto e' uguale a tutti gli altri valori.

Per ovviare all'inconveniente, si puo' definire il massimo con la diseguaglianza strettes () invece che con iP
Qualche libro per distinguere parla di Massimo proprio ed improprio. Ti consiglio di seguire la definizione del
tuo libro di testo.

6. Punto di minimo relativo

Parleremo di minimo relativo quando considereremo il minimo in un intervallo
Parleremo di minimo assoluto se considereremo il valore piu' basso della funzione in tutto il dominio

Un punto di minimo relativo sara' un punto dove la funzione smette

di scendere e comincia a risalire

Matematicamente dovremo dire che quel punto e' piu’ basso, cioe' |l .m\ /
suo valore €' inferiore a quello negli altri punti

In formule: S . i

La funzione

y = 1f(x)

avra' un punto di minimo nelpunto:

Xo

se

f(xo) ¢ f(x)
per ognix appartenente ad un intorno completo dixo .

Come prima anche qui si puo’ dire chese la funzione e' continua e derivabile in un intorno
completo dixo, allora la tangente inxo sara’ orizzontale, cioe' la derivata avra' valore zero

Curiosita': anche qui per la definizione data una retta orizzontale sarebbe composta da tutti punti di minimo,
infatti il valore in ogni punto e' uguale a tutti gli altri valori.
Per ovviare all'inconveniente, si puo' definire il minimo con la diseguaglianza stretta< ) invece che con ¢
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Qualche libro per distinguere parla di minimo proprio ed improprio. Ti consiglio di seguire la definizione del
tuo libro di testo.

7. Punto di flesso

Un punto di flesso e' un punto dove la tangente attraversa la funziong

Una definizione equivalente e': il punto dove la curva cambia di
concavita®

i

dalla freccia blu) quando, tracciando una qualunque tangente la curva si {
trova sotto la tangente

m Diremo che una curva presenta una concavita' verso il basso (evidenziat.

\j\j Diremo che una curva presenta una concavita' verso lalto (evidenziata dalla freccia viola) guando,
tracciando una qualunque tangente la curva si trova sopia tangente

Vedremo che e’ possibile collegare la concavita' di una curva con il segno che assume /la sua derivata seconda

Possiamo distinguere fra flessi ascendenti (dove la funzione €' concava a sinistra e
convessa a destra) e flessi discendenti (cdunzione convessa a sinistra e concava a
destra). Nell'esempio ho disegnato un flesso ascendente.

Diremo che un flesso €' orizzontale quando la tangente di flesso e’ orizzontale. Di solito nei
Licei ci si limitava a flessi orizzontali, ma ultimamente heisto con piacere che qualche
scuola tratta anche i flessi obliqui. Nell'esempio ho disegnato un flesso obliquo.

Noi tratteremo entrambe i casi.

8. Determinazione dei punti estremanti

La parolaestremante e' bruttissima ma €' il termine tecnico. \éne definito punto estremanteun punto in cui
possiamo avere un valore di massimo o di minimo o ove la derivata prima valga zero, qualcuno vi comprende
anche i punti dove il flesso e' obliquo, ma io preferisco trattare questo caso a parte.

Ricerca dei punti di massimo, minimo e flesso orizzaale.
Noi sappiamo che nei punti di massimo, di minimo e di flesso orizzontale la tangente €'
orizzontale cioe' la derivata prima vale zero.
Come si fa spesso in matematica ribaltiamo la frittata: se cerchiamo i punti dove la derivata
prima vale zero in questi punti ci sara’ un massimo o un minimo o un flesso. Quindi la
prima cosa da fare sara' calcolare la derivata prima, porla uguale a zerasolvere
I'equazione per trovare i vari punti estremali. Poi potremo scegliere fra due metodi
equivalenti per decidere se il punto €' un massimo, un minimo od un flesso orizzontale:
1 studio della derivata prima
T metodo delle derivate successive
Il primo metodo e' pratico e velae, il secondo €' piu' teoricoE' preferibile usare il primo
per funzioni che abbiano una derivata prima abbastanza semplice e conviene usare il
secondo quando abbiamo funzioni con derivate facili da calcolare.

a) Metodo dello studio del segno della derivata prima

Questo metodo si basa sulla regola che:
se la derivata e' positiva, la funzione e' crescente;
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se la derivata e' negativa, la funzione e' decrescente
sara’ sufficiente trovare il segno della dekiata per sapere con cosa abbiamo a che fare,
facciamo un esempio per tipo:

i Massimo

i  Minimo

U Flesso

Esercizio sul Massimo

Considero la funzione

y =-3x2-6x-8

Calcolo la derivata prima della funzione

y'=-6x-6

Pongo la derivata uguale a zero per cercare eventuali punti estremanti

-6x-6=0

-6x =6

6x = -6

x=-1

Calcolo il valore della funzione di partenza nel puntel.:

f(-1) = -3-(-1)2-6-(-1) -8=-5

Il punto A( -1,-5) €' un punto estremante, devo vedere se €' un massimo, un minimo o un flesso
Studio il segno della derivata prima

-6x-6>0

-6x>6

6x < -6

x<-1

cioe' per valori minori di -1 la derivata e' positiva

Faccio un gafico (costruisco la figura dal basso verso l'alto) tracciando per
l'orizzontale e segnando il puntox=-1; prima del punto la derivata e' positiva e M
scrivo +, dopo il punto e' negativa e metta. Dovey' €' positiva traccio per lay una
curva verso l'ato (crescente) mentre dovey' e' negativa traccio per lay una curva
verso il basso (decrescente) ricordando che dove la derivata si annulla la curva |y
deve essere orizzontale. Queste linee mi simulano I'andamento della funzione. Cis
che ottengo e' un punto di massimo, quindh( -1,-5) e' un punto di Massimo peia funzione data e lo indico
con:

M( -1,-5)

-]
= =

In qualche testo potrai trovare invece che una riga continua con il + ed-ilna riga a tratti per indicare valori negativi ed
una linea continua per indicare valori positivi
-1

Esercizio sul minima

Considero la funzione

y=x2-6x+4

Calcolo la derivata prima della funzione

y'=2x-6

Pongo la derivata uguale a zero per cercare eventuali punti estremanti
2x-6=0

2Xx=6

X=3

Calcolo il valore della funzione dpartenza nel punto 3
f(3)=32-6-3+4=-5

Il punto A( 3,-5) €' un punto estremante, devo vedere se €' un massimo, un minimo o un flesso
Studio il segno della derivata prima

2x-6>0
2X>6

m
xX>3 y
cioe' per valori maggiori di 3 la derivata epositiva. )
Faccio un grafico (costruisco la figura dal basso verso I'alto) tracciando pgr y — —

l'orizzontale e segnando il puntax=3; prima del punto la derivata e' negativa e scrive,
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dopo il punto e’ positiva e metto +. Dovey' €' negativa traccio per lay una curva verso il basso mentre dovg'
e' positiva traccio per lay una curva verso l'alto ricordando che dove la derivata €' nulla la curva deve essere
orizzontale. Queste curve mi simulano I'andamento della funzione. Cio' che ottengo e' un punto di ima,
quindi A( 3,-5) €' un punto di minimo per la funzione data e lo indico con

m( 3, -5).

Esercizio sul flesso orizzontale:

Considero la funzione

y=x3-2

Calcolo la derivata prima della funzione

y' = 3x2

Pongo la derivata uguale a zero per cercare eventuali punti estremanti
3x2=0

x=0

Calcolo il valore della funzione di partenza nel punto:0
f(0)=03-2=-2

Il punto A( 0,-2) €' un punto estremante, devo vedere se €' un massimo, un minimo o un fierizzontale
Studio il segno della derivata prima

3x2>0

Essendo un quadratax? e' sempre positivo cioe' la derivata e' positiva per tutti i valori

eccettoO per cui si annulla i
Faccio un grafico (costruisco la figura dal basso verso l'alto) tracciando per y /

I'orizzontale e segnando il puntox=0; prima del punto la derivata e' positiva e scrivo
+, dopo il punto €' positiva e metto +. Dovey/' €' positiva traccio per lay una curva ‘ 0
verso l'alto ricordando che in zero (dove si annulla la derivata prima) deve essere = i
orizzontale Queste curve mi simulano I'andamento della funzione. Cio' che ottengo e' un flesso orizzontale
ascendente, quindiA( 0,-2) e' un punto di flesso ascendente pda funzione data e lo indico con

f(0,-2).

b) Metodo delle derivate successive

Il metodo delle derivate successive dice semplicemente questo: se la derivata prima in un
punto vale zero basta calcolarvi la derivata seconda:
T se la derivata seconda e' positiva in quel punto c'e' un minimo
1 se la derivata seconda e' negativa in quel pumtc'e’ un massimo
1 se la derivata seconda €' nulla occorre calcolare la derivata terza
o se la derivata terza e' positiva in quel punto c'e' un flesso ascendente
o se la derivata terza e' negativa in quel punto c'e' un flesso discendente
o se la derivata terzae' nulla occorre calcolare la derivata quarta
A se la derivata quarta e' positiva in quel punto c'e' un minimo
se la derivata quarta e' negativa in quel punto c'e' un massimo
se la derivata quarta e' nulla occorre calcolare la derivata quinta
eccetera eccetm,

> > > >

Attenzione!: per flesso intendiamo qui flesso orizzontale

Regola:

Se la prima derivata diversa da zero €' di ordine pari ed e’ positiva avremo un minimo, se €'
negativa un massimo;

se la prima derivata diversa da zero e' di ordine dispari ed positiva avremo un flesso
ascendente, se e' negativa un flesso discendente.

Se ti serve puoi vederda dimostrazione. Eccola:
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Dimostrazione del metodo dellederivate successive

Tutte queste dimostrazioni si basano sul fatto che se la derivata e' positiva allora la funzione e' crescente e
viceversa

E, naturalmente, se la derivata e' negativa la funzione e' decrescente e viceversa.

Cioe' funzione crescente e derivata positiva sono due cose equivalenti (in matematica questo viene espresso

con la notazionese e solo s¢ come anche sono equivalenti derivata negativa e funzione decrescente ( meglio
dire: la derivata e' negativa se e solse la funzione e' decrescente)

Dimostriamo che se la derivata prima €' nulla e la derivata seconda e' positiva in un puntd v
allora quel punto e' di minimo per la funzione: y I

La figura va letta dal basso verso l'alto: se la derivata seconda e' positiva segue che la
derivata prima e' crescente, ma essendo zero in un punto prima del punto sara' negativa | ¥ —=
dopo il punto sara' positiva; allora la funzione sara' prima decrescente e poi crescente,

0
. . .. v 11
quindi ho un minimo. 7 I

Questa dimostrazione mi e' stata chiesta all'orale dell'esame di maturita’ nel lontano 1966. Tra noi studenti circolava la
voce che l'esaminatore fosse lautore di questo teorema

Dimostriamo che se la derivata prima €' nulla e la derivata secondarggativa in un punto /\\
allora quel punto e' di massimo per la funzione. y

La figura va letta dal basso verso l'alto: se la derivata seconda e' negativa ne segue che
derivata prima e' decrescente, ma essendo zero in un punto prima del punto sara' positiy y!
edopo il punto sara’ negativa; allora la funzione sara' prima crescente e poi decrescente
quindi ho un massimo. 7

Per finire dimostriamo che se la derivata prima e' nulla come la derivata seconda e la
derivata terza €' positiva in un punto allora quel pato €' di flesso orizzontale crescete y

f
per la funzione.
La figura va letta dal basso verso l'alto: se la derivata terza e' positiva ne segue che la |y +~.0_~"+
derivata seconda e' crescente, ma, essendo zero in un punto, prima del punto sara’
negativa e dopo il puntosara’ positiva; allora la derivata prima essendo nulla nello stesso| y1 — 0 ~+
punto sara' prima decrescente e poi crescente, quindi sara' al di sopra dell'asse x e tutta y _|_
positiva allora la funzione sara' prima crescente (tendendo all'orizzontale) e poi ancora L-
crescente (partendo dall'orizzontale cioe' avro' un flesso ascendente

Come esercizio potresti dimostreare che se la derivata prima e seconda sono nulle e la derivata terza e’
negativa si ha un flesso orizzontale discendente. Se riesci a farlo agevolmente giga che hai capito bene il
metodo.

Facciamo alcuni esempi
1 Esempio 1 (Massimo)
T Esempio 2 (Minimo)
1 Esempio 3 (Flesso)

Esempio 1:

Calcolarei punti di eventuale massimo, minimo e flesso orizzontale della funzione
y =-3x2-6x-8

Trovo la derivata prima della funzione

y'=-6x-6

Pongo la derivata uguale a zero per cercare eventuali punti estremanti

-6x-6=0

-6x =6

6x = -6

x=-1

Calcolo il valore della funzione di partenza nel puntel:

f(-1) = -3-(-1)2-6-(-1) -8=-5

Il punto A( -1,-5) €' un punto estremante;devo vedere se e' un massimo, un minimo o un flesso
Trovo la derivata seconda

yl'= -6
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Ora dovrei calcolare il valoredella derivata seconda sostituendo ad x il valorel ma in questo caso il valore
della derivata seconda e' costante

y'(-1)=-6<0

Quindi abbiamo un massimo come avevamo gia' trovato (I'esercizio €' stato gia' risolto con l'altro metodo)

Esempio 2

Calcolare i punti di eventuale massimo, minimo e flesso orizzontale della funzione
y =x*

Trovo la derivata prima della funzione

y' = 4x3

Pongo la derivata uguale a zero per cercare eventuali punti estremanti

43=0

x3=0

x=0

Calcolo il valore ddla funzione di partenza nel punto 0

f0)=04=0

Il punto O( 0, 0 )e' un punto estremante;devo vedere se €' un massimo, un minimo o un flesso
Trovo la derivata seconda

yll = 12x2

La calcolo per x=Q

y'(0) =12-02=0

Trovo la derivata terza

ylil = 24x

La calcolo per x=Q

y"(0)=24-0=0

Trovo la derivata quarta

y\V =24

La calcolo per x=Q

yVv({0)=24>0

Il punto O(0,0) €' un minimo perche' la derivata quarta (ordine par) €' nel punto maggiore di zero.

Esempio 3:

Calcolare i punti di evertuale massimo, minimo e flesso orizzontale della funzione
y=x3

Trovo la derivata prima della funzione

y' = 5x4

Pongo la derivata uguale a zero per cercare eventuali punti estremanti
5x4=10

x4=0

x=0

Calcolo il valore della funzione di partenzael punto O:

f0)=05=0

Il punto O( 0, 0 )e' un punto estremante;devo vedere se €' un massimo, un minimo o un flesso
Trovo la derivata seconda

yll = 20)(3

La calcolo per x=Q

y'(0) = 20-083=0

Trovo la derivata terza

ylil = 60x2

La calcolo per x=Q

y"(0) =60-02=0

Trovo la derivata quarta

yV =120x

La calcolo per x=Q

yv(0) =120-0=0

Trovo la derivata quinta:

yv=120

La calcolo per x=Q

yv(0) =120>0
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Il punto O(0,0) €' un flesso orizzontale ascendente perche' la derivata quinta (ordineispari) ' nel punto
maggiore di zero.

9. Determinazione dei punti di flesso obliguo

Veramente con questo metodo troviamo sia i flessibliqui che quelli orizzontali.

Poiche' nei punti di flesso la tangente attraversa la curva, la curva stessa dovra' a destra ed
a sinistra del punto avere una concavita' di tipo diverso, quindi la determinazione del flesso
e' legataalla determinazione della concavita' della curva

Concavita’ di una curva

Per capire cos'e' la concavita' consideriamuna delle curve piu' semplicila parabola
passante per l'origine

y =x2

Essa ha la concavita' verso l'alto

In generale vale la regola:
\j:/ Se la derivata seconda €' positiva la concavita' €' verso I'alto

Se la derivata seconda e' negativa la concavita' ' verso il basso m
Per ricordarmela, siccome ho il vizio di confondermi, penso sempre alla parabola: infatti la derivata seconda
diy = x2e' 2 cioe' e' positiva e la parabola volge la concavita' verso l'alto.

Attento che dire che il flesso e' ascendente non significeecessariamente che la
tangente di flesso va verso l'altpinfatti guarda la differenza fra queste due
rappresentazioni di flessi con la tangente di flesso che va dal basso verso l'alto:
1 il primo €' un flesso ascendente perche' la concavita' €' prima rilta verso il
basso poi verso l'altg
1 Il secondo e' un flesso discendente perche' la concavita' e' prima rivolta
verso l'alto e poi verso il basso

In pratica basta calcolare la derivata seconda e porla uguale a zero. Se nei punti in cui si
annulla la deivata seconda la derivata terza e' diversa da zero avrai un punto di flesso.
Successivamente puoi determinare con lo studio della derivata seconda se la concavita' €'
verso l'alto o verso il basso per tracciare la curva

Facciamo un esempio semplice.rdviamo gli eventuali flessi della funzione
y=x3-3x2+4
Calcolo la derivata prima

y' = 3x2 - 6X

Calcolo la derivata seconda

yll'=6x -6

Pongo la derivata seconda uguale a zero
6x-6=0

6X =6

x=1

Calcolo le coordinate del punto sostituendo alla x nella funzione di partenza
f(1)=13-3-12+4=1-3+4=2

il punto F(1,2) €' un probabile punto di flesso

Per vedere se e' un flesso calcolo la derivata terza

y!ll = 6 si tratta di un flessa

Posso inoltre calcolare la tangente di flessoon la formula
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Y - Yo=m(X - Xo)

essendo % ed yo le coordinate del punto di flesso F(1,2) ed m il valore della derivata prima
nel punto:

y-2=-3(x-1)

y=-3x+3+2

y=-3x+5 u

Ora per meglio determinare il punto di flesso ne studio l@oncavita'
studiando il segno della derivata seconda:

yll >0

6x-6>0

6X > 6

x>1

per x < 1 avremo la concavita' verso il bassenentre per x > 1 avremo la concavita' verso
I'alto come da figura di fianco (le proporzioni non sono troppo rispettate)

[§)

Se vuoi cimentarti conun esempioun po' piu' complicato, eccolo:
Esecizio sui flessi
Calcoliamo i punti di flesso per la seguente funzione (curva a campatiaGauss)
y = e-xZ
Trovo la derivata prima:
Trovo la derivata prima di:
y= e-x2
E' funzione di funzione
Devo fare la derivata dell'esponenziale per lderivata dell'esponente
y' = ex2.(-2x)
y' = -2xex2
y' = -2xex?
Pongo la derivata prima uguale a zero(anche se sarebbe superfluo calcoliamo i punti di massimo e minimo)
-2xex2 =0
x = 0 ti ricordo che I'esponenziale non si annulla mai
Sostituisco Onell'equazione iniziale per trovare la y del punto
y(0)=e®=1
P@O,1)
Trovo la derivata seconda
Trovo la derivata seconda partendo dalla derivata prira:
y' = -2xex2
E il prodotto fra le due funzioni-2x e ex2 e la seconda e' funzione di funzione
(gia' calcolata prima).
Applico la regola della derivata di un prodotto
yII =-2.ex2+ (_ZX).(_ZXQ—XZ):
= -2eX2 + 4x2ex2=
Raccolgo 2e2:
= 2e%2 (-1 + 2x2)
yl = 2e>2 (-1 + 2x?)
Sostituisco ad x il valore 0 per vedere se ho un massimo, un minimo o un flesso
y'(0) =2e02(-1+2:09)=-2<0
M (0, 1)e' un massimo e lo chiamo M
Pongo la derivata seconda uguale a zero per trovare i flessi
2ex2(-1+2x2)=0

-1+2x2=0
2x2=1
Xx=% plg

Ho due possibili punti di flesso, ne calcolo la y sostituendo i valori trovati nell'equazione di partenza
x=+ pXg

y+ pIc )=et pIg 2=

=el2 =1/ pA

Il primo punto e' Fi( pAc , /A
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Sostituisco orax = - pi¢
y(- pTc )=et pIg 2=
=e12 =1/ pA

Il secondo punto eFx(-  pic , /A

Senza scomodare la derivata terza studiamo la concavita' con la derivata seconda ponendola maggiore di
zero:

2ex2(-1+2x2)>0

-1+2x2>0

2x2-1>0

E' una disequazione di secondo grado verificata per valori esterni alle radici cioe’
LS S

+4+++++ a-me---- + 4+ +++

i\

Senza andare a fare troppi calcoli per trovare le tangenti di flesgmioi vedere qui di fianco un
grafico approssimato della funzione considerata —/]/\

10. Punti angolosi

Chiameremopunti angolosi quei punti di funzioni continue in cui la
derivata destra e'diversa dalla derivata sinistra;cioe' la tangente
venendo da destra e' diversa dalla tangente approssimandomi da
sinistra. un esempio immediato puo' essere dato da una funzione a
moduli. 2 >
Esempio
y=|x2-5x+6 |

Tra i punti angolosi distinguiamo le cuspidi ove le tangenti destre e sinistre hanno
coefficiente angolare una piu' e I'altra menanfinito:

+ 004 =00

~00 ¥+ 00

Per determinare la curva nei punti angolosi basta determinarne le tangenti, con la nota
formula:

Y - Yo=f'(x0)-(X - Xo)

trovando la derivata destra e sinistra e calcolandone il valore pebx

11. Esercizi e problemi

Esercizi su massimi minimi e fless/

Determinare i punti di massimo, minimo e flesso per le seguenti funzioni in tutto
I'intervallo di definizione:

1) y=x2-6x+8 Svolgimenta

Sitratta di una parabola e trovarne il massimo o il minimo significa determinarne il vertice e le derivate
forniscono un metodo molto piu' semplice rispetto a quello della geometria analitica
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Trovo la derivata prima e la pongo uguale a zero
y'=2x-6
2x-6=0
2Xx=6
x=3
Trovo il valore della y corrispondente sostituendo 3 al posto di x nell'equazione di partenza
y(3)=32-6:3+8=-1
Il punto estremante e
V(3,-1)
Per sapere se €' un massimo od un minimo posso usare uno dei due metodi satidi
1 studio della derivata prima
Pongo la derivata prima maggpre di zero per trovarne il segno
'S0
>2/x -6>0
2Xx>6
X>3
Quindi ho:
y' ----------- 3+++++++++
y decrescente crescente
Quindi V(3, -1) €' un punto di minimo:
1 metodo della derivata seconda
Trovo la derivataseconda
yll =2
Devo sostituire nella derivata seconda ad x il valore 3 (se x non c'e' resta il valore trovato)
y'3)=2>0
Quindi V(3, -1) €' un punto di minimo.

Quando €' facile fare la derivata seconda questo metodo e' molto piu' immediaton uno qualunque dei
metodi troviamo che il punto V(3 ,-1) €' un punto di minimo.

Nei prossimi esercizi useremo il metodo piu' semplice fra i due possibili:

1 Se €' difficile trovare la derivata seconda studieremo la derivata prima

1 Se e facile trovare lalerivata seconda ne calcoleremo il valore per la x trovata
In caso di uguale difficolta’ io preferisco seguire il secondo metodo

2) y=x3-3x2+3x-1 Svolgimenta

Qui si puo' dire subito che e' probabile trovare un punto di flesso perche' il polinomio ha grado abbastanza
alto da avere una derivata seconda notostante come nell'esercizio precedente: quando ho una funzione
polinomiale ogni derivata successiva mi abbassa di un grado il polinomio, quindi qui la derivata seconda
uguale a zero sara' un'equazione di primo grado

Trovo la derivata prima e la pongaiguale a zero

y'=3x2-6x+3

3x2-6x+3=0

Divido tutto per 3:

X2-2x+1=0

o applico la formula risolutiva o mi accorgo che e' un quadrato perfetto:

(x-1)2=0

x-1=0 (doppia)

x=1

Trovo il valore della y corrispondente sostituendo 1 aposto di x nell'equazione di partenza
y(1)=13-3.12+3.1-1=0

Il punto estremante e!

A(1,0)

Per sapere se e' un massimo od un minimo o un flesso studiamo la derivata prima

y'>0

x-1)2>0

Essendo un quadrato sempre positivo (eccetto per fier cui si annulla) avremo per il segno

YV+++++++l+++++++++
y crescente crescente

66


file:///C:/Users/Admin/Desktop/mate/rip/mate/c/cg/cgha01a.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/mate/rip/mate/c/cg/cgha01b.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/mate/rip/mate/c/cg/cgha02.html

Prof. Dino Betti- Ripasso dmatematica: AIALIS - PDF elaborato deincenzo Solimando

Quindi A(1, 0) €' un punto di flesso orizzontale ascendente
X

3) Y=
X2+ 1 Svolgimenta
L'intervallo di definizione e’ tutto R.
Trovo la derivataprima e la pongo uguale a zero:
1. @+ 1) -x-2x

y':
(2 +1)2

(x2+1)2
Una frazione €' zero quando €' zero il numeratore

1-x2=0

X2-1=0

x2=1

Xx=%1

Hotrovato due valori per cui potrei avere dei massimi, minimi o flessi

Trovo i valori della y corrispondente sostituendo una volta +1 e l'altra1 al posto di x nell'equazione di

partenza:
1 1
) — =1/2
12+ 1
T -1
(G — = -1/2
(-1)2+1

| punti estremanti sono:

A(-1,-1/2) B(1,1/2)

Per sapere se sono un massimi, minimi o flessi conviene studiare la derivata prima perche' essendo il
denominatore semgre positivo (quadrato di due termini positivi) bastera' studiarne il numeratore:

y' >0

1-x2>0

X2-1<0

verificata per valori interni all'intervallo delle radici .

minimo Massimo

Come completamento dell' esercizio, proviamo a trovare i flessi obliqui
Trovo la derivata seconda e la pongo uguale a zero (naturalmente se parti con l'intenzione di trovare i flessi
per determinare i massimi e minimi conviene usare ilmetodo della derivata seconda)

2% (X2 + 1)2-(1 - x2)-2(x2+ 1)2x

(x2+1)4

(XZ + 1) 3
Una frazione €' zero quando €' zero il numeratore, quindi:
-2X:(3-x2)=0
quindi abbiamo:
X(3-x2)=0
Abbiamo tre soluzioni: I'origine: O(0,0) ed i punti di ascissex = + /o
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invece di trovare la dervata terza mi conviee studiare la derivata seconda
-2x-(3-x?)

(x2+ 1)
essendo (X + 1) sempre positivo, lo studio del segno si riduce:a
-2X(3 - x2) > 0 cioe' la derivata seconda e' positiva quando quest'espressione e' positiva: pongo tutte le sue
parti positive : I'espressione sara' verificata dove ottengo come prodotto il segno meno (essendovi un meno
davati all'espressione) Quindi:

X>0  mmmmmmmmm e O++++++++++++++4++
(Bx)>0 ----------- Mo++++++++++++4+ +VO----------
Prodotto; +++++  --------- U

L'espressione e' verificata dove il prodotto e' negativo (sempre per il segno meno dawa
al numeratore) cioe' la derivata seconda e' positiva negli intervalli D
[-Vo, 0] U [+ Vo, +H) . 0
Quindi da meno infinito a- o la concavita' e' verso ibasso, A
da- Mo a zero €' verso l'altg
da zero alio €' verso il basso
e dalio a piu' infinito ' verso l'alto. o
Quindi la funzione ha tre punti di flesso indicati in figura con i puntC O D - of” =

X2-5x+4

4) Y = cmmmmememeeeeeee
X2+5x +4 Svolgimenta

L'intervallo di definizione €' tutto R eccetto dove si annulla il denominatore cioe' devo scartare i valori per
cui:
X2+5x+4=0
Risolvendo x=-1ex =-4
quindi:
CE.=(H-4)U (-4 ,-1) U (-1, +H)
Trovo la derivata prima e la pongo uguale a zero

(2x -5)- (x2+5x +4) - (x2-5x + 4)-(2x + 5)

(x2+5x +4)2

(x2+5x +4)2
x2-40

(x2+5x+4)2

Unafrazione €' zero quando €' zero il numeratore

10x2-40=0

x2-4=0

X2=4

X =22

Ho trovato due valori per cui potrei avere dei massimi, minimi o flessi

Trovo i valori della y corrispondente sostituendo una volta2 e l'altra +2 al posto di xnell'equazione di

partenza
l (-2)2-5:(-2) + 4
y(-2) = - =-9
(-2)2+5:(-2) + 4
f 22-52+4
Y(2) = --mmmmmmmmmeeeeeeeeees =-1/9

22+5.2+4
| punti estremanti sono:
A(-2,-9) B(2,-1/9)
Per sapere se sono un massimi, minimi o flessi conviene studiare la derivata prima perche' essendo il
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denominatore sempre positivo (quadrato di due termini positivi) bastera’ studiarne il numeratore
y' >0

10 x2-40>0

x2-4>0

verificata per valori esterni all'intervallo delle radici che sono-2 e +2

V+H++tttt 2o 2+ +++++++

y
Massimo minimo

Quindi:
A(-2,-9) e' un Massimo e
B(2,-1/9) e' un minimo

5) y=x- 0 Svolgimenta
L'intervallo di definizione e tutto R eccetto dove il termine sottaradice €' minore di zero cioe' devo
considerare accettabili i valori per cui
2-x20
risolvendo:
-Xx2 -2

x¢2
quindi:
C.E.=(-Hb 2]
Trovo la derivata prima e la pongo uguale a zero

1

A (-1)
2 ¢ O
il (-1) deriva dal fatto che si deve fare derivata di funzione di funzione e la derivata di e'-1:

2 ¢ ©

2-(2-x)

4-2x+ ¢ @

y: ________________________
2-(2-x)
4-2x+ ¢ O
--------------------- =0
2:(2-x)

Una frazione e' zero quando e' zero il numeratore (pero' il denominatore deve essere diverso da zero quindi
dovra' essere x 2):

4-2x+ ¢ @ =0

E' un'equazioneirrazionale cherisolta ha come soluzione accettabile:
Xo = 2
Devorisolvere |' equazione irrazionale

4-2x+ ¢ @ =0
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isolo la radice:

¢ @ =2x-4
Intanto il termine sotto radice deve essere maggiore o uguale a zero cioe'
x¢2

Sotto queste condizioni posso elevare a quadrato da entrambe le parti

(¢ @ )2=(x-4p

2-x=4x2-16x + 16
4x2-15x+14 =0
Applicando la formula risolutiva:

15+ po 1T 1T pT

Quindi le soluzioni sono:
x1=7/4
X2 =2
e devo controllare se sono accettabili sostituendo i valori nell'equazione di
partenza
9 verifica per x=7/4
¢ Xxft =2(7/4) -4
pTt =14/4 -4
1/2=-1/2
X = 7/4 non e' accettabile
1 verifica per x=1
¢ ¢ =202 -4

Attenzione:quando capita una soluzione che annulla numeratore e denominatore della derivata e' un buon
indizio per pensare che ci sia una cuspide, quindi se il valore e' contornato dal campo di esistenza conviene
farne il limite della derivata a destra e a sinistralNel nostro caso si tratta di un valore all' estremo del campo
ma appartenente al campo quindi ci limiteremo a calcolare il valore della funzione nel punto 2

Calcoliamo il vdore della funzione nel punto 2:

f)=2+ ¢ ¢]=2
La funzione e' tutta asinistra del punto (2, 2)

6) y =xIn2x Svolgimenta

Invece di scrivereln x scrivero' log xintendendo con cio' il logaritmo naturale di x

Un errore abbastanza comune e' confondere I8g con log X; sono due cose del tutto diverse:
1 log2x =log x - log x = (log x¥
1 log»x2=log (x-x) = 2 log x

L'intervallo di definizione €' tutto R, eccetto dove I'argomento del logaritmo e' minore od uguale a zero (ove il
logaritmo non €' definito) cioe' devo considerae accettabili i valori per cui:
x>0
quindi:
CE.=(0,#b
Trovo la derivata prima (derivata di un prodotto) e la pongo uguale aero:
y' =log2x + x-2log x- 1/x
y' =log2x + 2log x
log2x + 2log x =0
log x(log x + 2) = 0 la spezzo nelle due equazioni

T logx+2=0
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log x =-2 accettabile: corrisponde adk= e2
1 logx=0 x=1accettabile
Trovo i valori della y corrispondente sostituendo prima e2e poi 1 al posto di x nell'equazione di partenza
y(1)=1log21 =0
y(e?) =e?2log2e2=e2(-2)2=4 2
Nei punti A( e?, 4 e2) eB(1, 0) potrei avere un massimo, un miimo o un flesso.
Per sapere seabbiamo un massimo, un minimo o un flesso calcoliamo la derivata seconda:

1 1
y'=2log x - ---- + 2 -
X X
2 2 2
ylh= —---log x + --- = --- (1 + log x)
X X X
9 sostituisco ad x il valore &:
2 2
y'(e?) = ---(1+loge?)= --(1-2)<0
e2 e2

Il punto A( €2, 4 e2) ' un punto di massimo
9 sostituisco ad x il valore 1
2 2
y'"1)= -2 +logl)= ---(1+0)>0
1 1
Il punto B(1,0) €' un punto di minimo.

7) y = 2senx + c0S2X Svolgimenta
L'intervallo di definizione €' tutto R ma essendo la funzione periodica di periodo 2 mi limitero' a cercare
massimi e minimi nell'intervallo [0, 2 )
C.E. = {Hh, +Hp)
Trovo la derivata prima e la pongo uguale a zero
y' = 2C0SsX - 2sen2x
sviluppando sen2x
y' = 2C0SX - 4Senxcosx
y' = 2cosx(1 - 2senx)
Pongo la derivata uguale a zero
2cosx(1-2senx) =0
la spezzo nelle due equazioni
1 2cosx=0 cosx=0

A x= 2+k
T (@-2senx)=0 2senx=1 senx=1/2
A x= [6+2k

A x=5 /[6+2k
Nell'intervallo [0, 2 ) ho quindi i valori:
16 12 5176 3 /2
Trovo i valori dellay corrispondente sostituendo i vari valori al posto di x nell'equazione di partenza
T y( /6)=2sen [6+cos2 /6=2sen [6+cos [3=2-1/2+1/2=3/2
A( 16, 3/2)

T y( /2)=2sen [2+c0os2 /[2=2sen [2+cos =2-1-1=1
B( /2,1)

1 vy /6)=2sen(5 /6)+cos2(5 /6)=2sen(5 /6)+cos(5 /3)=2-1/2+ 1/2=3/2
C( 16,3/2)

T v(B /2)=2sen(3 /2)+cos2(3 /2)=2sen(3 /2)+cos =2-(-1)+(-1)=-3
D3 /2, -3)
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Nei punti A, B, C, potrei avere un massimo, un minimo o un flesso orizzontale
Per sapere se €' un massimo, un minimo o un flesso coewe studiare la derivata prima.
Pongo la derivata prima maggiore di zero
2cosx(1- 2senx) >0
Equivale a dire che esplicitando i due fattori e ponendoinaggiori di zera:
2cosx >0
1-2senx>0
La funzione sara' positiva dove i duéattori hanno segni concordi.
Se hai bisognodi aiuto per risolvere le disequaioni:
Risolviamo le due disequazioni:
2cosx >0
1-2senx>0

la prima:

2cosx >0

equivale a

cosx >0

quindi e' positiva ove e' positivo il coseno cioe'
[0, /21U [3 /2,2 ) quindi:

2cosx >0 O+++++++ A 3 2++++++++(2 )

la seconda:

1-2senx>0

-2senx >-1

2senx <1

senx < 1/2

la funzione €' positiva ove il seno ha valore minore di 1/2 quindi:
[0, /6]UB /6,2 )

cioe'
1-2senx<0 O+++++++ [6---------- 5 Brrerrrers@ )
2cosx >0 O++++++++ +++++ [2 — - - 3 R2+++++(2 )
1-2senx<0 O+++++ [6----------coee-b [B+++++++++ +++(2 )
y' + - + - +
y M m M m
Allora possiamo dire ATV &
A( /6 + 2k , 3/2) €' un punto di Massimo WV,
B( /2+ 2k ,1)e"un punto di minimo Ny
C( /6 +2k ,3/2) e un punto di Massimo 0 X IS v I e

D@3 /2+ 2k ,0)e'un punto di minimo

Alcuni esercizi meno impegnativi ma usati spesso per vedere se €' stato effettivamente compresmwiicetto
di massimo e minimo e se l'alunno fa attenzite alle condizioni del problema.
Determinare i punti di massimo e minimo per le seguenti funzioni nell'intervallo a fianco segnato

8 y=x2-1 2¢x¢3 Svolgimenta

L'unica difficolta’ di questi esercizi nasce dad frettolosita ' dell alunno che letta la parola massimi e minimi si precipita a
risolvere l'esercizio stesso senza considerare che invece il massimo ed il minimo va considerato in un intervallo dato.

Molto spesso il valore che si trova annullando la derivata e’ al dida dell'intervallo dato, quindi il massimo ed il minimo

sono i valori della funzione nei due estremi dell’intervallo

Trovo la derivata prima e la pongo uguale a zero

y' = 2X
2x=0
x=0

Trovo il valore della y corrispondente sostituendo 0 al postdi x nell'equazione di partenza
y(0)=02-1=-1
Il punto estremante e!
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A0 ,-1)
Sccome io devo considerare i valori della funzione all'interno dell'intervallo2 ¢ x ¢ 3, non posso considerare
il punto A perche' esterno; quindi il massimo ed iiminimo della funzione corrisponderanno ai valori estremi
dell'intervallo .

Trovo il valore delle y corrispondenti sostituendo prima 2 poi 3 al posto di x nell'equazione di partenza
y(2)=22-1=3
y(3)=32-1=8
i punti sono: C
B(2, 3)

C(3,8)

Quindi B €' il punto di minimo e C il punto di Massimo nell'intervallo considerato

B
o
i

9) y=2senx 0¢x¢ Svolgimenta
Trovo la derivata prima e lapongo uguale a zero

y' = 2C0s X
2cosx=0
cosx=0
1) x= /2
2) x=3 /2

scarto 3 /2 perche' fuori dell'intervallo ric hiesto.
Trovo il valore della y corrispondente sostituendo /2 al posto di x nell'equazione di partenza
y( /2)=2sen [2=2
Il punto estremante e!
A(12,2)
Per sapere se e' un massimo od un minimo sostituisco il valore della x nella derivata secanda
yl'= -2sen x
yi'( /2)= -2sen( /2)= -2 <0 Massimo
A €' un punto di Massimo
Devo ora vedere i valori della funzioe negli estremi dell'intervallo:
T y(0)=2sen0=0
T y()=2sen =0

i punti:

0(0,0) A

B( ,0) \

sono due punti di minimo. B
() % ™

10) y=xex 1<x<+h Svolgimenta

Trovo la derivata prima e la pongo uguale a zero

y' = eX-xex

y'=eX1-x)

ex(1-x)=0

1-x=0

x=1

Devo scartare 1 perche' fuordell'intervallo richiesto ma posso trovare il valore della y corrispondente a 1
calcolando il limite destro (cioe' avvicinandomi ad 1 da dentro l'intervallo)

limys1* xex=1/e

Calcoliamo anchal valore per x tendente a piu' infinito

limyo +pxex=0
Calcoliamo il limite:

limx0 +wxex=

scrivo in modo equivalente
X H

im0 Hp----mmmm = -
ex H
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- Risolvendo con gliordini di infinito:
sotto tende all'infinito piu' rapidamente e sopra meno rapidamente quindi intuitivamente
guando sotto e' gia' infinito sopra e' ancora un numero: un numero diviso infinito da' zero
- Risolvendo con laregola di De I'Hospital

Sostituisco al numeratore e al denominatore la derivata
1 1

lIMO pp--mmmmmm = -mmee- =0
ex H
Allora la funzione sara' decresente nell'intervallo considerato ma non avra' ne' massimo ne' minimo perche'
i valori estremi non fanno parte dell'intervallo.
Si potrebbe anche dire che il massimo ed il minimo esistono solamente come limite quando la funzione tende
agli estremi dell'intervallo

X
11) y = - 0¢x¢2

In x Svolgimenta
La prima cosa da dire e' chéintervallo esatto e":
O<x¢2conx 1
perche' log x non €' definito per x=0 e il denominatore della funzione si annulla per x=1

Trovo laderivata prima:
Calcolo la derivata

log x
si tratta di un quoziente:
applico la formula delladerivata di un guoziente
1- log x- x:(1/x)

VAL P———
(log x)2
log x-1
y' I e
log? x
e la pongo uguale a zero
log x-1
y' = e——————
log2 x
logx-1=0
logx=1
=e
Trovo il valore della y corrispondente sostituendo e al posto di x nell'equazione di partenza
e
y(e)= -------- =e
log e
Il punto estremante e!
Ae, e)

Sccome io devo considerare i valori della funzione all'interno dell'ingérvallo 0 < x ¢ 2 con x 1 non posso
considerare il punto A perche' esterno (il numero e vale circa 2,7); quindi il massimo ed il minimo della
funzione saranno legati ai valori estremi dell'intervallo: 0, 1, 2.

C'e' anche da dire che non appartenendo kero all'intervallo di definizione in zero non avro' ne' massimo ne' minimo se
non come limite.

Nel punto 0 dovro' fare il limite destro mentre rel punto 2 trovo il valore della y corrispondente sostituendo
2 al posto di x nell'equazione di partenza, iirie nel punto 1 calcolero' il limte della funzione
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1 2
y(@2) = -
log 2
1 X 1
liMy0 1 -=====-= = —oommv =k
logx O

Quest'ultimo limite pero' ha valori diversi a destra ed a sinistra e precisamente:
0 limite sinistro

X +
liMyO 1~ ==mmmeme = e = - Hb
log x -
o limite destro
X +
[IMy0 1+ —---mmmm = —mem- =+ kb 5 :
log x + E

Anche se per avere una visione corretta dovresti aver fatto gli asintoti, comunque u
grafico molto intuitivo potrebbe esserequello che vedi qui a fianco

Problemi di massimo e minimo
1) Tra tutti i rettangoli di perimetro assegnato 2p determinare quello di area massima

Soluzione:
In tutti questi problemi la y e' cio' che deve essere massimo o minimo quindiea =y;

l'area del rettangolo si trova moltiplicando la base per l'altezza quindi chiamiamo x o la| |
base o l'altezza b

base = x _;g"*i

Ora devo esprimere anche I'altezza mediante la; e so che tutto il perimetro e2p, so

anche che 2a+2b=2p

2volte la base + 2 volte l'altezza = 2p

Essendop un numero assegnato, quindi posso dire che

base + altezza = pcioe'

altezza = p- base

altezza = p-x

La mia funzione da rendere massima sara'(essengoun numero positivo assegnato)
area = base per altezza

y=x(p -X)

y = px-x?

Per trovare il massimo bastera' trovare la derivata prima e porla uguale a zero
y'=p-2x

p-2x=0

p = 2x

poiche' vale la proprieta' simmetrica posso leggere l'uguagliea da destra a sinistra
2x=p

X =pl2

Ottengo il valore della y sostituendo p/2 all x nell'equazione di partenza:

y = px-x?

y(p/2) = p-p/2 -(p-2)?=

=p?2 -p2d=p?24

P(p/2 , p?/4)

Per sapere di che si tratta trovo la derivata seconda e la calooh p/2:

yll= -2

y'(p/2) = -2<0

Si tratta di un massimo cioe' per x=p/2 I'area del rettangolo e' massima e valéfd.

Siccome la base e’ p/2 anche l'altezza e' p/2 quindi si tratta di un quadrato e si potrebbe anche dire che |l
guadrato e' il rettangolo di area massima
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Risposta
Tra tutti i rettangoli di perimetro assegnato 2p quello di area massima €' il quadrato

Come vedi io cerco di fare tutti i passaggi, tu naturalmente, cerca di abbreviare

2) Trovare due numeri la cui somma e’ 10 talehe la somma dei loro quadrati sia minima

Soluzione:

Lay sara' la somma dei quadrati cioe'

y = (primo numero) 2 + (secondo numero)?
chiamo x il primo numero:

primo numero = X

Devo esprimere il secondo numero con la x: so che
primo numero + secondo humero = 10

secondo numero = 10- primo numero

secondo numero = 10- X

Scrivo la funzione

y =x2+ (10 - x)?

y =x2+ 100 - 20x + x2

y = 2x2-20x + 100

Calcolo la derivata prima e la pongo uguale a zero

y'=4x - 20
4x-20=0
4x =20
x=5

Trovo il valore della y in corrispondenza del valore 5 della:x

y(5) =52+ (10 -5)2=25 + 25 =50

P(5 , 50)

Per vedere se si tratta di un massimo o un minimo trovo la derata seconda e ne calcolo il valore per x =5
yll = 4

y'6)=4>0

Si tratta di un minimo; come cercavamo

| due numeri cercati sono 5 e 5 cioe' la somma e' minima quando i due numeri sono uguali

3) Sidimostri per via elementare che, se due grandezze positive hanno somma costante, il
prodotto e’ massimo quando sono uguali
Esercizio assegnato alla Maturita' Scientifica sessione supplettiva 1979

soluzione:

Lay sara' il prodotto cioe!

y = (prima grandezza)- (seconda grandezza)

chiamo x la prima grandezza:

prima grandezza = x

So che la somma delle due grandezze e' costante quindi la chiamo s
somma delledue grandezze = s

Essendas un numero positivo assegnato ed essendo positive anche le due grandezze
devo esprimere la seconda grandezza con la 0 che

prima grandezza + seconda grandezza = s

seconda grandezza = s prima grandezza

seconda grandezza =s - X

Scrivo la funzione

Yy = X(S - X)

y = SX- X2

Calcolo la derivata prima e la pongo uguale a zero
y'=s-2x

s-2x=0

-2x=-5s

2x=s

X =5s/2
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Trovo il valore della y in corrispondenza del valore s/2 della x

y(s/2) = s:s/2 -(sI2) 2=s2/2 - s?/4 =s2/4

P(s/2 , /4)

Per vedere se si tratta di un massimo o un minimo trovo la derivata seconda e ne calcolo il valore per x =:s/2
yl=-2

yli(s/2) = -2<0

Si tratta di un massimg come cercavamo

Se la prima grandezza e' s/2 la seconda sara'

seconda grandezza =sx =5-s/2 =5/2

Le due grandezze sono ugualicome volevamo

4) Determinare il valore del parametroaperche’ la funzione”

y =asenx + cosx

abbia un flesso nel punto di ascissa x = 7/6

Parte di esercizio assegnato alldMaturita’ Scientifica sessione supplettiva 1983

Soluzione:
Questo veramente piu’ che di massimo e di minimo sarebbe un problema di flesso ma penso che in megg altri stia
bene anche lui

Per risolvere questo problema basta trovare la derivata seconda, sostituire akdl valore 7/6 “ e porla uguale
a zero. @terro’ un‘equazione in a e risolvendola trovero' il valore dia.

Trovo le derivate prima eseconda

y' = a cosx + 2cosx(-senx)

y' = & COSX- 2Senxcosx

y'l = -asenx-2[cosx cosx + senxfsenx)]

y' = -asenx + 2 serfx - 2c0$2X

Calcolo la derivata seconda per x = 7/6 :

y'(7/6 “) = -asen7/6" + 2 ser?7/6“ - 2cost7/6 “

So che
sen7/6“ = -1/2
cos7/6“ = - oI

y'(*)=-a-(-1/2) +2 (-1/2)2-2(- o¥¢ o

yi(*) =al2 +2(+1/4) -2(+3/4)

yl'(“)=a2+1/2 -3/2

y'(*)=a/2 -1

Pongo la derivata seconda uguale a zero perche' cosi' nel punto di ascissa“7¢G&' un punto di flesso
al2-1=0

a=2

Quindi per a=2 la funzione diventa y = 2senx + co8x e dovrebbe avere un punto di flesso per x=7/6

Per vedere pero' se effettivamente e' un punto di flesso dobbiamo trovare la derivata terza e vedere se il suo
valore per 7/6" €' diverso da zero

yl' = -2senx + 4senxcosx + 4coxsenx

yllh = -2senx + 8senxcosx

ym(7/6 “) = -2(-1/2) + 8( -1/2)( - o Xc)
Senza nemmeno fare i calcoli vedo dai segni che viene un valore positivo quindi siamo di fronte
effettivamente ad un flesso come&olevamo

5) In unasemicirconferenza di diametro AB = 2r si conduca una corda AC tale che l'angolo
CAB sia uguale a 2x. Detto D il punto medio dell'arco BC si determini x in modo che larea
del quadrilatero ACDB risulti massima

esercizio assegnato alldaturita’ Scientifica sessione supplettiva 1975

soluzione
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6) Sidetermini laltezza ed il raggio di base del cono di volume minimo circoscritto ad una
data sfera di raggio r. Si dimostri poi che il suddetto cono e’ anche quello di minima
superficie totale.

esercizio assegnato alla Maturita' Scientifica sessione unica 1972

soluzione

7) Fra le piramidi rette a base quadrata aventi la stessa superficie laterale si determini
quella di volume massimo

Maturita' Scientifica sessione supplettiva 1985

soluzione

F. Asintoti

Se cio' che ci proponiamo €' di tracciare il grafico di una funzione allora diventaportante
cercare di capire come questa funzione si comporta quando i suoi valori per la x e/o per la
y crescono oltre ogni limite. A cio’ risponde lo studio degli asintoti di una funzione.

4. 1l concetto di asintoto

Asintofo e' una parola che deriva dal greco: a privativo che significa no e sympipteine
significa congiungere cioe' significac/ie non toccain pratica si tratta di una retta che si
avvicina alla funzione senza mai toccarla, per questo si dice anche che l'asintote’
tangente all'infinito della funzione.

Quindi se non sappiamo come siomporta una funzione all'infinito sappiamo pero' come
all'infinito si comporta una retta e se troviamo l'equazione della retta che accompagna la
funzione all'infinito (asintoto) potremo tracciare il grafico della funzione che tende
all'infinito con buona approssimazione.

Una funzione puo' tendere all'infinito avvicinandosi ad una retta in tre modi diversi come
puoi vedere dalle tre figure qui sotto

S

Asintoto verticale | Asintoto orizzontale | Asintoto obliquo

T Asintoto verticale: quando la x savvicina ad un valore finito la funzione tende
all'infinito avvicinandosi ad una retta verticale

T Asintoto orizzontale: quando la x tende all'infinito la funzione si avvicina ad una
retta orizzontale.

T Asintoto obliquo:quando la x tende all'infinito la funzone tende all'infinito
avvicinandosi ad una retta obliqua

Da notare che l'asintoto orizzontale esclude I'asintoto obliquo e viceversa perche' al
crescere della x la funzione puo’ andare all'infinito in un solo modo.
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5. Asintoto verticale

Si ha unasintoto vericalequando, all'avvicinarsi della x ad un valore
finito, il valore della y cresce all'infinito.

Poiche' il valore infinito €' solo una convenzione ne deriva che la funzio
avra' valore infinito dove la x non e' definita, cioe' per valori non
appartenenti alcampo di esistenza

Quindi per trovare gli asintoti verticali dovremo trovare quei valori della x per cui la
funzione vale infinito, cioe' supponendo che nel punto x = ¢ la funzione non sia definita
dovremo calcolare:

limxsc f(x) =

se il risultato vale Hb, allora la retta:

X = c sara' lI'asintoto verticale

E' bene al fine di calcolare esattamente come la funzione sparisce all'infinito calcolare sia il limite destro che il
limite sinistro per trovare il segno dell'infinito a destra e a sinistra dellasintoto.

Ricordati del teorema della permanenza del segnohe ti permette di assegnare all'infinito (anche se non
esiste) un segno positivo o negativo

| quattro casi possibili sono rappresentati qui sotto:

)

”mxo c f(X) =+ H ”mxo c f(X) = -H ”mxo c f(X) =+ Hb |ime c f(X) = -H
limoc fX) =+ H | limoc fX) = - | limoc fX) = b | limeoc f(x) = + Hb

Facgamo un esercizio semplicissimoVediamo se la funzione
3x
y=--
x-1
ha asintoti verticali.
Il campo di esistenza e’ tutti i valori eccetto x = 1 per cui si annulla il denominatore
calcolo:

limyo 1 -------- =3/0= Hb
x-1
quindi la retta:
x=1
e' un asintoto verticale
Per tracciarlo al meglio calcoliamo i limiti destro e sinistro della funzione nel punto:1
T limite sinistro:
3X

x-1
Per calcolare un limite di questo genere basta sostituire albaun valore un pochino
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piu’ piccolo di 1 (ad esempio 0,9 ) e fare il conto dei segni

3-0,9

09-1
Il numeratore e' positivo mentre il denominatore e' negativoquindi I'espressione €'
negativa cioe!

3X
limyo 17 --------= - Hb
x-1
¢ limite destro:
3X

x-1
Per calcolare un limite di questo genere basta sostituire alblaun valore un pochino
piu’ grande di 1 (ad esempio 1,1) e fare il conto dei segni
31,1
1,1-1
Il numeratore e' positivo ed anche il denominatore e' positivpquindi I'espressione
e' positiva cioe!
3x

x-1
Quindi il risultato e' quello della figura qui sotto

limxo 17 f(xX) = -Hb  limxo1* f(X) = + Ho

6. Asintoto orizzontale

Si ha un asintoto orizzontale quando, al crescere delilay si avvicina
ad un valore ben determinato. \
In pratica c'e' I'asintoto se

limgasf(X) = numero

e l'asintoto sara' la retta orizzontale
y = numero

E' inoltre possibile calcolarese rispetto all'asintoto la funzione si trovi sopra o sottp
sostituendo al numero dell'asintoto un numero piu' piccolo o piu' grande e vedendo se
I'orizzontale relativa taglia o no la funzionema io penso che cio' sia inutile, in quanto in
uno studio canpleto di funzione si hanno parecchi altri dati da cui ricavare se la funzione si
avvicina all'asintoto da sopra o da sotto

Facciamo anche qui un esercizio molto semplice: calcoliamo, se esiste, I'asintoto orizzontale
per la funzione:
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3X
y= -
x-1
In pratica devo calcolarne il limite perx tendente ad infinito:
3X
lim xo po=------- = /=3
x-1

Infatti numeratore e denominatore hanno lo stesso grado ed il rapporto fra le x di gradoaggiore e' 3.
Se non hai capito bene come ho fatto ridai un'occhiatalle forme indeterminate oppure puoi calcolare la
derivata sopra e sotto e rifare il limitecome abbiamo vistonelle applicazioni sulle derivate

Quindi la retta:

— y[
y=3 b |
sara' l'asintoto orizzontale. ol [
La funzione e' la stessa che abbiamo usato p&sintoto verticale e con i O\
dati che ho posso cominciare ad abbozzarne un eventuale grafico (per

tracciarlo effettivamente mi mancano ancora parecchi dati).

7. Asintoto obliquo

Si ha un asintoto obliquo quando la funzione, andando verso infinito §
avvicina ad una retta obliqua

C'e' da dire subito che I'asintoto obliquo non esiste sempre perche' una funzione
andando all'infinito potrebbe avvicinarsi all'orizzontale oppure crescere
avvicinandosi ad una parabola o ad una cubica..... Questo pero' esula da questo corso

Vediamo quali sono le condizioni perche' una funzione ammetta asintoto obliquo della
forma:

y=mx-+qQ
Prima di tutto bisogna dire che la funzione deve tendere all'infinito:
lim o wf(X) = Hb

poi devono esistere m e q, cioe' devono esistere finiti i due limiti
1 limso wf(X)/x = m
1 limxo w(f(x) -mx) =q

Ti consiglio di dare un'occhiataalla dimostrazione:
voglio dimostrare che per l'asintoto vale

m = lim o wf(X)/x
e
g = limxo w(f(x) - mx)

Iniziamo dal primo limite: poiche' si tratta di trovare il coefficiente angolare e 4
possiamo prendere una qualunque tra le infinite rette parallele con lo stesso //7"/3-=mx
coefficiente angolare e quindi mi pongo nella condizione piu’ favorevole 47*”"//
considerando una retta passante per l'origine y = mx /

L' asintoto e' la rettache avvicina la funzione quindi se prendo sulla verticale la >

differenza fra la funzione e la retta questa deve diventare sempre piu' piccola cioe'
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lim,o wf(X) -mx =0

[im,o wf(X) = liM x> mMx
Estraggo la m dal limite (posso farlo perche' non dipende da)x
im0 wf(X) = M lim x> X

ricavo la m:
limyo wf(X)

[0 T ———
im0 X

e quindi ottengo
m = lim,0 wf(X)/x

Per il secondo limite faccio lo stesso ragionamento ma con una retta qualunque
y=mx+q
L' asintoto e'la retta che avvicina la funzione quindi se prendo sulla verticale la

differenza fra la funzione e la retta questa deve diveare sempre piu' piccola cioe":
limxo w[f(X) -(mx+q)]=0

liMmyo 1 (f(x) -mx-q)=0

Poiche’ g non dipende da x posso estrarldal limite e portarlo al secondo termine
limyo w(f(x) -mx)-q=0

limyo w(f(x) -mx) =q

e leggendo a rovescio

g = limxo w(f(x) - mx)

Facciamo anche qui un semplice eserciziolrovare l'asintoto obliquo per la funzione
3x2-1
y = e
X
si ha subita
3x2-1

Infatti il numeratore ha grado superiore al denominatore.
Se non hai capito bene come ho fatto ridai un‘occhiata alferme indeterminate oppure puoi calcolare la
derivata sopra e sotto e rifare il limite come abbiamo vistoelle applicazioni sulle derivate

Ora vado a calcolare (se esistono) m e.q
Dividere una funzione per x vuol dire moltiplicarne il denominatore per x quindi:
3x2-1

quindi m=3
calcolo q:
3x2-1

g = limyo pp---------- -3x =

X
3x2-1-3x2

= |im XO Hp=====m=m=mmmmmmm——— —

X
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